Kommentarer och fragor fran ovriga deltagare i antologin
med svar fran Ulf Persson

Elisabeth Ahlsén

A. Kommentarer och fragor till Ulf Persson

UIf Perssons presentation av matematikens metoder ar relativt teknisk for en icke-
matematiker i sina exempel. Dessa kommenteras darfor inte har, utan fragorna ar mer utifran
ett allmént och tvarvetenskapligt perspektiv. Det kan vara lite svart att i artikeln se skogen for
alla trad, sa darfor kommer nagra mer specificerande fragor.

1. Bor matematikundervisning vara konkret eller inte? Vilka ar de eventuella for- respektive
nackdelarna? Detta ber6rs men att fa fragan utvecklad tydligare vore intressant for ldsaren.

2. Det namns att den logiska basen for matematiken enligt Peirce hor till moralfilosofin.
Férklara gidrna hans resonemang. Ar det riktigt, enligt dig?

3. Framstédllningen omfattar ett ganska brett falt. Var gar granserna for matematik i
forhallande till amnen som filosofi, teknologi, fysik?

4. Ar allt i kapitlet att betrakta som tillhérande dmnet matematiska metoder? Vad &r det mest
centrala som ror just matematiska metoder?

5. Kommentera garna vilket forhallande och beroende som finns mellan matematik och
filosofi.

6. Har du sjalv en matematisk “favoritmetod” — i sa fall vilken och varfor?

B. UIf Persson (UP) Svar och svarskommentarer till Elisabeth Ahlsén
(EA)

EA Fraga 1: Bor matematikundervisning vara konkret eller inte? Vilka ar de eventuella for-
respektive nackdelarna? Detta berdrs men att fa fragan utvecklad tydligare vore intressant for
lasaren.

UP Svar pa EA fraga 1: Matematikundervisningen ar val ganska konkret, dock for att kunna
forsta matematik maste man vara kompetent att pa egen hand kunna abstrahera annars rér
det sig inte om matematisk kunskap. Ett exempel: Jag ma ha varit 5-6 ar nar jag av min far
informerades om att 30+30=60. Jag visste redan att 3+3=6 och jag minns den spontana
kdnslan av att det finns ett system och darefter forstod jag hur talsystemet var uppbyggt. Att
formulera denna forstaelse var jag da inte maktig, och jag vet inte ens om jag skulle vara det
idag heller. Minnet av denna handelse ar fortfarande mycket livlig, jag stod vid en hassja under
slattern vid mina morforaldrars gard utanfor Nordmaling. Sddana upplevelser brukar ga under
namnet Aha-upplevelser och det ar typiskt for inlarningen av matematik. En abstrakt insikt
kan inte férmedlas utan endast provoceras fram av ett konkret exempel. Sedan ar det en



annan sak vad som menas med konkret, kriteriet for detta dndras under individens
utvecklingshistoria. Sedan kan man diskutera hur konkret man skall vara under
omstandigheterna, det talas ibland om att man skall dansa fram matematiken, eller ga ut i
skogen och rdkna kottar. Motoriska évningar ma ha sitt berattigande inom fysisk och spraklig
fostran men knappast inom matematiken som ar en utpraglat mental foreteelse. Jag kan ocksa
papeka att nar jag kom forst i kontakt med de Platonska kropparna tidigt i tonaren
forfardigade jag modeller av dessa med hjalp av de kartonger man fick ndar man handlade
klader. Jag var mycket dalig i sl6jd, men fascinerad av en tradbit som hade bade langd, bredd
och tjocklek, medan en kant (en linje) hade bara langd (tittade man pa en kant med
forstoringsglas sa dndrades denna inte, den var lika tunn). Vidare anammade jag begreppet
skala 6gonblickligen. Med andra ord det enda jag minns fran slojden med behallning var denna
anknytning med matematiken, det var inte sa att matematiken blev intressant tack vare
kopplingen till sldjden. Dock skall det inte fornekas att denna koppling mellan matematiken
och en fysisk verklighet ar av stort varde och kanske mest observeras och uppskattas av de
matematiskt lagda, ty de som upplever matematiken bara som ett sadistiskt skoldamne ser
spontant inga samband. Sedan kanske jag skall tilldgga att mitt infantila intresse for sport (vi
gar alla genom en sadan period) var grundat pa 'siffror' framfor allt som det uttrycker sig i fri-
idrotten.

EA Fraga 2: Det namns att den logiska basen for matematiken enligt Peirce hor till
moralfilosofin. Férklara gdrna hans resonemang. Ar det riktigt, enligt dig?

UP Svar pa EA fraga 2: Vad jag vill minnas for inte Peirce nagot langre resonemang utan bara
noterar det. Jag holl spontant med honom fastéan jag inte tankt i dessa banor. Peirce gor en
skillnad mellan matematisk logik, dar han var en av pionjarerna, och den logik som ligger till
grund for det matematiska resonemanget (till skillnad fran det matematiska tankandet som
gar utover logiken). Rattvisa och logiskt tdnkande upplevs av manniskan som mycket
narstaende, att bryta mot det vacker var indignation. Den matematiska logiken ar en del av
matematiken, medan det logiska tdnkandet utgor sjdlva grundvalen, den moraliska om man
sa vill. Peirce papekar pa ett annat stalle att matematikern behover inte kunna nagon logik,
det logiska tankandet dr inneboende och nagot han knappast behdver vara medveten om. Om
man vill tanka pa logiken logiskt gor man matematik av den och darmed blir det en del av
matematiken. Sanningstabeller, som lar ha introducerats av Wittgenstein men som jag
misstanker gar tillbaka till stoikerna, atminstone i implicit form, ar ett exempel pa matematisk
logik. Med sanningstabeller kan man ge en formell och instrumentell tolkning av
grundlaggande logiska begrepp som implikationer, negationer, och, eller, utan att ens behova
gain pa vad de innebar. En liten 'soduko' uppgift ar att visa att endast tva av dessa konnektiver
behovs for att uttrycka dem all genom att gora detta explicit. Vad ar vinsten med detta? Att
hjalpa typografen innan digitaliseringen? Nar man resonerar om logiken anvander man
logiken, men denna sjalvreferens bryts av att nar logiken studeras blir den ett objekt och far
saledes en annan innebdrd, men den intuitiva logik man resonerar genom studeras inte och
blir darmed inget begrepp utan utgor pa den metafysiska nivan en moralisk kraft. Man kan
tala om mangden av alla mangder, men den mangden kan endast ses i metaforisk mening, om
den ges en teknisk mening och behandlas som mangder i gemen hamnar vii Russellparadoxen.
Lite mera fantasifullt kan man havda att judarnas obendgenhet att satta namn pa Gud ar av
liknande ursprung.



EA Fraga 3: Framstallningen omfattar ett ganska brett falt. Var gar granserna for matematik i
forhallande till amnen som filosofi, teknologi, fysik?

UP Svar pa EA fraga 3: Matematikens grans till filosofin har diskuterats ovan. Det galler
speciellt fragan om vetandets underbyggnad, speciellt matematikens grundvalar. Alla seriosa
filosofer har klassiskt engagerats av matematiken, och dven manga oseritsa (franska
strukturalister som nyttjar matematiken for glansens skull). Platonismen ar ett klassiskt
exempel pa samroret mellan matematik och filosofi. Fysiken blev en vetenskap forst i och med
att den blev matematisk. Galileo kan ses som den moderne pionjaren darvidlag, kand for sitt
yttrande om fysikens lagar i det sprak som kallas matematiken; man kan dock problematisera
detta med att reducera matematiken till ett sprak, vilket i mitt tycke ar gravt missvisande.
Galileo hade givetvis féregangare, man behover bara namna Arkimedes, och man kan se den
euklidiska geometrin som ett amalgemang av matematiken och den rumsliga utstrackningens
fysik, vilket jag betonar i min text. Vad som klassiskt skiljer matematiken fran fysiken ar den
empiriska komponenten, i fysiken gér man experiment (dven om man nu dven i matematiken
kan tala som sadant i och med intranget av datorer) och man 'bevisar' lagar via experiment
och inte genom ren deduktion som i matematiken. Dock har férsok gjorts att axiomatisera
fysiken. Arkimedes resonerar mycket rigorost och matematiskt nar han forsoker harleda
fysikaliska lagar som inom hydrodynamiken (Arkimedes princip) och Newton skriver sin
Principia i Euklides anda, men detta ar en efterhandskonstruktion och har féga att géra med
upptdacksvagen. | fysiken konfronteras man med en vérld man forsoker tolka medan man i
matematiken skapar en vars manifestationer forst i efterhand trader fram. Man skall dock inte
forvaxla detta med att betrakta den matematiska verkligheten som ett fantasifoster; den
fysiska varlden ar 'fysikaliskt' pataglig, den paverkas av oss oavsett om vi vill eller inte.

Nar det géller teknologin har den manga beroringspunkter med matematiken. Bade
matematikern och ingenjoren maste hantera en obeveklig logik, mental i matematikerns fall,
materiell i ingenjorens. Ett matematiskt resonemang som i ett formellt bevis liknar mycket en
maskin som maste fungera, de olika delarna maste passa in. | och med datorernas utveckling
har vi ni dven ett mellanting mellan matematiken och ingenjorskonsten, namligen
programmeraren. Beviset, koden och maskinen ar alla nara beslaktade. Den matematiska
vardagen ar fylld av teknik, d.v.s. matematiska resonemang blir garna mycket tekniska, som
Peirce papekade, de langa deduktiva kedjorna i matematiken har ingen motsvarighet hos
andra mentala verksamheter som filosofi, historia, etc, men har dock en motsvarighet inom
sofistikerade teknologiska apparater (maskiner). Tingens obeveklighet (mentala saval som
materiella, och varje tanke som understalls tanken blir till ett ting ett ndarmast materiellt
objekt) tvingar fram en attityd av 6dmjukhet och saklighet som leder till atminstone
potentialen for omsesidig respekt. Ingenjoren kan dock ignorera matematikern sasom
varldsfranvand (som matematikern Ulam papekade, matematiska fragestdllningar om
urvalsaxiomets giltighet, har inte den minsta praktiska betydelse, liksom alla fragor som roér
hogre kardinaltal, man kan t.o.m. ifragasatta deras matematiska relevans!) medan
matematikern dr ndgot av en snobb, och havdar att utover det rent tekniska innehaller
matematiken en visionar komponent som inte foreligger hos ingenjéren.

EA Fraga 4: Ar allt i kapitlet att betrakta som tillhérande &mnet matematiska metoder? Vad
ar det mest centrala som roér just matematiska metoder?



UP Svar pa EA fraga 4: Det mesta i kapitlet ror matematiska metoder, men eftersom dessa
maste illustreras av relativt elementar och oteknisk matematik, gor de knappast matematiken
och matematikerns arbete rattvisa. Dock den centrala delen utgdrs av den revolution som
kartesiska koordinater medforde. Det andrade inte pa studieobjektet som sadant, namligen
den euklidiska geometrin, men den dndrade fundamentalt sattet att tdnka pa geometrin. De
deduktiva kedjorna ersattes av 'raknande' (men givetvis ar rdknandet logiskt betvingat men
det ar mekaniskt pa ett helt annat satt an det deduktiva tankandet, och darmed mera
generellt. Denna var endast en av de metodologiska revolutioner som matematiken har
genomgatt under de senaste arhundranden, infinitesimalkalkylen &r en annan for vilken de
kartesiska koordinaterna beredde vagen.

EA Fraga 5: Kommentera garna vilket forhallande och beroende som finns mellan matematik
och filosofi.

UP Svar pa EA fraga 5: Denna fraga har till en del besvarats genom fragorna 2. och 3. Jag skall
bara tillagga att det mest fascinerande med matematiken ar inte dess sanningsvarde utan hur
olika, till synes vitt skilda delar av matematiken ar férenade pa narmast outgrundliga vagar.
Detta ingar i vad jag ovan refererade till som den visiondra komponenten. Valkdnda exempel
pa detta ar teorin for komplexa funktioner, d.v.s. funktioner av komplexa variabler som har
ett nagot tekniskt rigididetsvillkor och som spelat en stor roll inom fysiken (de kan betraktas
som konforma avbildningar mellan omraden i planet) och ren talteori, narmare bestamt
primtalsférdelningar, vilket etablerades av den tyske matematikern Riemann i mitten av 1800-
talet och vars hypotes utgér den moderna matematikens mest glorifierade problem.

Om man talar om akademiska institutioner sa brukar traditionellt matematiska logiker
aterfinnas pa filosofiinstitutioner medan en del har presenterat sig som datavetare.

EA Fraga 6: Har du sjalv en matematisk "favoritmetod” —i sa fall vilken och varfor?

UP Svar pa EA fraga 6: Det niarmaste jag kan komma att presentera en 'favoritmetod' &r
berakningar av eulerkaraktaristiker, men denna del av mitt ursprungliga kapitel stroks av
allehanda skal, inte bara utrymmesskal, sa jag kan inte ga ndrmare in pa detta.

Jens Allwood

A. Kommentarer och fragor till UIf Persson

Kapitlet innehaller ett antal intressanta reflektioner om och exempel pa matematik och
matematiska satt att resonera, men inte sa mycket om forfattarens egna val av metoder.

Allménna fragor

1. Vad skulle du beskriva som metoder for att na nya matematiska insikter och resultat?
Finns det nagra andra metoder an att ldsa och diskutera och sedan séatta sig ner och
tanka?



2.

w

Ibland gors en skillnad mellan vetenskapliga upptacktsmetoder och vetenskapliga
berattigande-metoder (discovery and justification). Matematiska bevis verkar vara
mer berattigande-orienterade dn upptacktsorienterade. Finns det nagra
upptackandemetoder?

Har du nagra egna metoder nar du sysslar med matematik?

Kan man séka sanning i matematiken? Vad innebar detta i sa fall? For mig verkar det
som man eventuellt far ndja sig med motsagelsefrihet och konsensus bland
matematiker som de slutliga kriterierna. Korrespondens verkar krava Platonism. Hur
staller du dig till detta?

Fragor pa texten

5.

10.
11.
12.
13.

1.

14.

Det finns sprak utan rakneord. Detta kan gora det svarare att rakna. Varfor maste alla
vara 6verens om att ridkna? Ar det inte snarare s& att matematisk notation utvecklats
bland annat for att alla inte var 6verens?
Ar verkligen alla postulats och axioms sanningsviarden tautologiskt sanna? | Isac
Newtons ”Principia” postuleras att rummet ar oandligt och att tidens gang ar
oberoende av om det sker nagon forandring. | relativitetsteorin galler inte langre dessa
postulat. Ar det inte i sjilva verket intressant att ha ratt icke-tautologiska postulat,
atminstone om det géller nagot som inte bara ar en matematisk kalkyl?
Det finns numera logiker som tillater kontradiktioner (dialetheism). Det finns logiker
som inte tillater indirekta bevis (t.ex. intuitionistiska). Ar inte detta alternativa logiker?
(en exkurs fran matematik?) Varfor anser du att demokratins karna inte ar att avgora
fragor genom majoritetsomrostning utan i stalle transparens. Antag ett politiskt
system dar majoritetsomrostning inte ar mojlig. Kan detta vara en demokrati? Antag
sedan ett politiskt system dar alla beslut fattas transparent av en diktator. Kan detta
vara en demokrati? Anser du att Sverige ar en demokrati? Anser du att
ansvarsfordelningen mellan svenska myndigheter ar transparent? Anser du att i
Sverige det inneboende vardet i argumentet (sak) och inte identitet pa personer som
framfor det (person) dr det avgérande? Ar inte Sverige en demokrati just i kraft av det
har majoritetsomrostning snarare an av att det har transparens och uppréatthallande
av distinktionen mellan sak och person. Majoritetsomrostning verkar daremot vara ett
nodvandigt och eventuellt aven tillrackligt villkor for demokrati. Transparens och
avsaknad av "ad hominem ” argument ar onskvarda egenskaper men varken
nddvandiga eller tillrackliga for demokrati.
Varfor innebér det faktum att Peirce ansag matematik (och logik) vara normativa att
de tillhér moralfilosofin? Finns det inte andra normer an de moraliska?
(i)Ar inte axiom mer som en ”semantik” dn en “grammatik” for det matematiska
spraket? (ii) Finns det nagot “naturligt sprak” vi uppfunnit sjalva?
Vad anser du om logiker som tillater harledning av kontradiktioner (t.ex. i
dialetheism)? Se t.ex. Priest et al (2018).
(fotnot 10) | Pompeji finns bevarade platta malningar.
Kan det verkligen tyckas banalt att uppfinna nya notationer i matematik?

Ar de inte snarare essentiella? Skulle matematiskt tinkande, annat dn pa basniv3,

vara mojligt utan extern skriftlig notation?
Har du definitioner av "forstaelse” och “forklaring”? Forklara hur du gett illustrationer
av bada begreppen.
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B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Jens Allwood (JA)

Allménna fragor

JA Fraga 1: Vad skulle du beskriva som metoder for att na nya matematiska insikter och
resultat? Finns det nagra andra metoder an att ldsa och diskutera och sedan séatta sig ner och
tanka?

UP Svar pa JA fraga 1: | matematikens vasen ingar att den ar tillgdnglig for tanken. | den man
andra vetenskaper ar tillgangliga for tanken ar det pa grund av matematisk tillimpning som
inte endast behover vara explicit. Matematikens tillganglighet for tanken ar precis det som
fascinerar matematiker samtidigt som den kan st6ta bort andra.

Huruvida att tanka ar en metod i matematiken ar lite val vagt men kan ha sitt berattigande pa
en metafysisk niva. | mitt kapitel har jag presenterat tvd mycket konkreta metoder. Att finna
kongruenta trianglar i ett klassiskt euklidiskt bevis samt att 6versatta geometriska fragor till
algebraisk manipulation som i den kartesiska geometrin. Det ar viktigt att papeka att bade den
euklidiska och den kartesiska geometrin studerar samma objekt, det ror sig inte om olika
geometrier, men daremot om olika metoder.

JA Fraga 2: Ibland gors en skillnad mellan vetenskapliga upptacktsmetoder och vetenskapliga
berattigandemetoder (discovery and justification). Matematiska bevis verkar vara mer
berattigandeorienterade an upptacktsorienterade. Finns det nagra upptackandemetoder?

UP Svar pa JA fraga 2: Manga matematiskt obegavade personer som studerar matematik
(vilka tycks utgora en majoritet) blir forvirrade nar de stalls infor "bevis’. How do you do proofs,
en narmast uppgiven fraga, ty de ar vana vid att ges regler att folja. Detta diskuterar jag i mitt
kapitel. Vitsen med ett bevis ar att forklara och Gvertyga, tva begrepp som ar intimt
sammanknippade men inte desto mindre ibland divergerar. Orsaken till det senare ar att bevis
tenderar att vara formella och darmed latt uppfattas som enbart verifierande. Man skall dven
halla i minnet att bevis, ju formellare de ar, ar en fraga om efterkonstruktioner. Forst efter att
man forstatt en argumentation kan man formulera den i formen av ett rigorost bevis (och vad
som ar rigorost varierar med omstandigheterna, alla bevis innehaller luckor som lasaren
forvantas kunna fylla ut vid behov), det ar inte sa att ett bevis skrivs steg for steg, dven om det
kan lasas sa, det ar forst nar det kan ldasas med 6verblick som man kan sédga att det forstas.
Man kan jamfora med en text pa ett frammande sprak, om detta maste stegvis dversattas till
ett mer bekant sprak talar vi inte om forstaelse utan om dekodning, det ar forst nar dess
mening ‘pops up’ direkt som vi kan tala om forstaelse. Det viktigaste i ett bevis ar inte
resultatet det leder fram till utan de idéer som det innehaller och som man kan utnyttjaiandra
situationer. En idé kan inte formuleras i ord sdsom ett resultat kan goras utan det ligger
inborgat i beviset. Att ldra sig matematik ar inte en fraga om att memorera resultat
(teorem)utan att anamma idéer.



Nar det galler upptacktsmetoder ar den kartesiska geometrin ett bra exempel ty det dr bade
handfast och elementéart. Arkimedes fann ut manga resultat genom att anvidnda en fysisk
intuition, sedan blev det en annan sak att finna ett rigorést matematiskt bevis som i deduktiv
mening berattigade upptackten (kanske det trots allt ligger nagot i ’how to do proofs’).
Newton anvande sin utvecklade infitesmalkalkyl for att finna resultat men nar han skrev upp
det i Principia gjorde han det pa ett euklidiskt sdtt. Gransvardesbegreppet som var intuitivt
sjalvklart fick ingen definitiv rigorés underbyggnad forran pa 1800-talet (Arkimedes var en
pionjar och hans argumentation var betydligt mera logiskt rigorés ar 1600- och 1700-talets
matematik. Som jag ofta brukar papeka, en logisk rigoros framstallning av matematiken ar att
likna med framstallningen av en bild via pixlar. Om man laser av pixlarnas varden dyker ingen
bild upp i sinnet.

JA Fraga 3: Har du nagra egna metoder nar du sysslar med matematik?

UP Svar pa JA fraga 3: Det finns ett otal metoder pa olika nivder och beror pa
omstandigheterna. Sysslar man med algebraisk manipulering ar de tekniska metoderna
uppenbart skilda frdn en mer geometrisk argumentering. Matematisk analys med sina subtila
resonemang med oandligheten ar mycket vasensskilt fran rent algebraiska argument, men de
griper in i varandra.

Om jag skall beskriva nagon metod som ligger mellan det till meningsloshet gransande
tankandet och det tekniskt konkreta kan jag inte annat an att paminna mig en metod som jag
formulerade som tonaring. Berakna samma sak pa tva oberoende satt och ur denna likhet dra
konsekvenserna.

Denna metod beskriver hur manga resultat har upptéackts. Ett specialfall ar den matematiska
induktionen som manga ldsare har kommit i kontakt med. Ett pastaende P(n) skall visas vara
sant for alla heltal n, visa att P(1) géller och att om P(n) géller sa galler ocksa P(n+1). Det kan
vara en formel vars giltighet skall visas, da ar problemet att finna formeln ma vara en gissning
eller en gudomlig inspiration. Harvidlag kan vi sarskilja upptackten fran verifieringen. |
induktionsbeviset ar formeln given, ingen indikation varfor just denna kanin har dragits ur
hatten, medan sjalva induktionen ar rent mekanisk och ger foga forstaelse.

JA Fraga 4: Kan man sdka sanning i matematiken? Vad innebar detta i sa fall? For mig verkar
det som man eventuellt far néja sig med motsagelsefrihet och konsensus bland matematiker
som de slutliga kriterierna. Korrespondens verkar krava Platonism. Hur staller du dig till detta?

UP Svar pa JA fraga 4: Vad for slags sanning? Sanningen om Gud eller manniskans natur eller
matematiska sanningar? Om man ges en intelligenstest far man nagot forelagt och skall sedan
identifiera det underliggande monstret. Den fraga man da stéller sig ar vad forvantar sig
problemstéllaren ty problemet har inget objektivt svar utan endast ett subjektivt, delar man
konstruktérens konventioner ar chansen stor att man lyckas val pa testet. Klassiska exempel
ar att fortsatta en talserie, en sadan uppgift ar utan ett givet kontext meningslost. Detta att
gissa vad lararen forvantar sig ar en vanlig upplevelse bland elever, som t.ex. i
sprakoversattningar, men personligen har jag aldrig upplevt detta nar det galler renodlade
matematiska problem i skolan. Jag har upplevt dem som objektiva pa ett helt annat satt. Visst
nar det gadller vad som ar korrekt och kan publiceras kan vi tala om social konsensus,
matematik ar ndgonting som trots allt bedrivs av manniskor, men det finns alltid 6vertygelsen



om vad manniskan formar producera kan senare visa sig fel i en objektiv mening som inte har
att géra med rena modenycker, som i s manga andra akademiska sammanhang. Skall man
tala om sanning i en rent logisk mening hamnar man mycket riktigt i begreppet
motsdgelsefrihet. Ett formellt axiomsystem kan liknas vid en maskin. Det ar meningslost att
tala om axiomens sanningshalt, liksom i en maskin tala om de enstaka komponenternas
andamalsenlighet, i viss mening behover inte axiomsystemet beskriva ndgot med innehall alls
(detta utgdr en parodi pa matematiken som framférdes av bland annat Russell och
Wittgenstein), dock sasom ett axiomsystem utgor det en entitet som man kan stalla relevanta
fragor om, som t.ex. dess konsistens. Men hur I6ser man detta? Genom att satta upp ett nytt
axiomsystem? Snarare dn att matematiken kan ses som ett utskott av logiken, kan man
tildmpa matematiken pa logiken, och det var denna insikt som genomsyrade logikens
panyttfodelse under dess gyllene artionde 30-talet - och har sedan dess blivit en tillampad
gren av matematiken. Godel visade med matematiska metoder (om en blygsamma sadana)
att ett givet formellt system tillrdackligt kraftfullt for att vara intressant (och vad detta
egentligen innebar framgar ut beviset, men brukar sammanfattas att kunna logiskt
inkapsulera de hela talen) har satser som inte kan bevisas i ett dandligt antal steg (och hur
bevisar man en sats i ett odandligt antal steg fragade sig Hilbert retoriskt, denne var en av
pionjdrerna i matematematikens formalisering, inte for att han var formalist till
temperamentet, utan hoppades kunna utsatta det matematiska tankandet for en matematisk
analys), speciellt inte dess konsistens. Sasom ett matematiskt bevis ar inte Godels bevis
speciellt komplicerat, svarigheten ligger i en viss subtilitet som ofrankomligen uppstar nar man
vill bddda in metaspraket i vilket man beskriver ett objekt i sjalva objektet, vilket inte kan goras
helt fullstandigt. | viss mening innehaller beviset ett odndligt antal steg i och med att ldsaren
uppmanas att i tanken ga igenom ett oandligt antal fall. Om man gor detta i praktiken kommer
man aldrig fram. Exempelvis hur bevisar man att ett system ar motsagelsefritt? Man gar
igenom alla slutsatser man kan dra pa et systematiskt satt och finner man inga kan man dra
slutsatsen att systemet ar motsagelsefritt. Detta kan inte géras i praktiken, det enda man kan
hoppas pa att man patraffar en motsagelse, da har man bevisat att systemet ar inkonsistent,
man kan inte bevisa motsatsen, men det behdver inte betyda att det inte ar sant, sjalva
begreppet motsagelsefrihet existerar och det kan vara sa att detta ar fallet dven om det ligger
bortom mansklig formaga. Fragan har ett innehall och huruvida det ar sant eller falskt ar
meningsfullt. Detta ar ett dilemma i vetenskapen i stort, alla resultat man kommer fram till ar
provisoriska, men det betyder inte, pace postmodernisterna att Sanningen med stort S inte
existerar. Kopplingen till Platonismen och ytterst dess religiosa innebdrd ar klar. Dock kan man
inte ur detta férkasta Platonismen for parafrasera Collingwood, att sa gora vore en platonisk
och religios handling i sig sjalv.

Ur detta framgar kanske att matematiker inte bekymrar sig om Godels sats, den tillhor den
matematiska metafysiken.

Fragor pa texten

JA Fraga 5: Det finns sprak utan rakneord. Detta kan gora det svarare att rakna. Varfor maste
alla vara dverens om att rdkna? Ar det inte snarare sd att matematisk notation utvecklats
bland annat for att alla inte var 6verens?

UP Svar pa JA fraga 5: Om alla inte ar overens om att rdkna maste vi komma Overens av
praktiska skal, sa mycket riktigt man kan havda att rakneorden (den matematiska notationen)



utvecklades av dne anledningen, men inte for att befdsta det hela utan fér att uppna
konsensus, att hoja sig over det subjektiva.

JA Fraga 6: Ar verkligen alla postulats och axioms sanningsvirden tautologiskt sanna? | Isac
Newtons ”Principia” postuleras att rummet ar odndligt och att tidens gang ar oberoende av
om det sker ndgon férandring. | relativitetsteorin géller inte langre dessa postulat. Ar det inte
i sjdlva verket intressant att ha ratt icketautologiska postulat, atminstone om det galler nagot
som inte bara ar en matematisk kalkyl?

UP Svar pa JA fraga 6: | och med att fysiken Principia gavs en formellare presentation var det
mojligt att identifiera postulat (axiom om innehallet) och axiom (axiom om sjdlva
resonerandet, som ar betydligt vanskligare att formulera) blev det mojligt att ifragasatta mer
och mer. Det man inte kan formulera kan man inte heller ifragasatta. Nar man ger Gud ett
namn kan man ifragasatta honom, rent av férneka honom.

JA Fraga 7: Det finns numera logiker som tillater kontradiktioner (dialetheism). Det finns
logiker som inte tilldter indirekta bevis (t.ex. intuitionistiska). Ar inte detta alternativa logiker?

UP Svar pa JA fraga 7: Om man formaliserar logiken blir denna ndgot som man kan andra,
men man kan inte formalisera all logik, ty det finns dven metalogiken. Den formella logiken
reduceras till trafikregler men nar man lyfter blicken och ser logiskt pa den formella logiken
anvander man inte den formella logiken. De logiker som laborerar med kontradiktioner inom
logiken aktar sig for motsagelser i sitt eget tankande om den. Varfor skall vi inte utesluta det
tredje, om vi gor detta hamnar vi i en massa absurditeter, saledes bor vi inte gora detta utan
anvanda en logik som inte utesluter. Detta pastaende ar ett exempel pa ett metaresonemang,
och som sadant ett exempel pa ett motsagelsebevis! Vi skall alltsa skilja mellan den formella
logiken, som ar en slags leksakslogik och den omgivande, den forra ar en form av konvention,
den senare ar platonsk och moralisk.

JA Fraga 8: (en exkurs fran matematik?) Varfor anser du att demokratins karna inte ar att
avgora fragor genom majoritetsomrdostning utan i stalle transparens. Antag ett politiskt
system dar majoritetsomrostning inte ar mojlig. Kan detta vara en demokrati? Antag sedan
ett politiskt system dar alla beslut fattas transparent av en diktator. Kan detta vara en
demokrati?

Anser du att Sverige ar en demokrati? Anser du att ansvarsfordelningen mellan svenska
myndigheter ar transparent? Anser du att i Sverige det inneboende vardet i argumentet (sak)
och inte identitet pd personer som framfér det (person) dr det avgdrande? Ar inte Sverige en
demokrati just i kraft av det har majoritetsomrdstning snarare dn av att det har transparens
och uppratthallande av distinktionen mellan sak och person. Majoritetsomrostning verkar
daremot vara ett nédvandigt och eventuellt dven tillrackligt villkor for demokrati. Transparens
och avsaknad av “ad hominem ” argument ar 6nskvarda egenskaper men varken nédvandiga
eller tillrackliga for demokrati.

UP Svar pa JA fraga 8: Forr var Gud helig, numera ar demokratin helig. Att ifragasatta
demokratin ar en hadisk handling, som dven om det inte innebar avrattning (det ser
demokratin till) sa leder den till permanent social uteslutning. Precis som teologer forsokte



utreda Guds innersta vasen forséker nu statsvetare utrona vad som ar demokratins innersta
vasen. Att jamfora demokratin med religionen kan ses som ett forsok att forl6jliga den och
darmed ifragasatta den, men man kan dven vanda pa begreppen och se religionens jamforelse
med demokratin som ett satt att legitimera religionen. Den ma vara ett manskligt tankefoster
men sa ar uppenbarligen dven demokratin. Liksom demokratin forsoker transcendera den
manskliga begransningen genom att bekdnna sig till vissa politiska principer sa skall dven
religionen ses som ett forsok att hoja sig over den manskliga svagheten. Vi talar om idéer och
ideal, som visserligen kan harledas fran manskligt tdnkande, men inte desto mindre har
ambitionen att ga utover detta. Men liksom den traditionella gudsbilden &r besudlad a
vanforestallningar och ren vidskepelse, sa utgér den populistiska bilden av demokrati som
majoritetsstyre en grav missuppfattning. Jag betonar istdllet for omrostningar sa utgor
demokratins kdrna transparensen. Fragan om majoritetsomrostning ar intrikat, ett visst matt
av ’accountability’ maste kravas av politiker, och det ar den funktionen som allménna val
fyller. Manga ser kontinuerligt majoritetsstyre som i Schweiz som ett demokratiskt ideal, men
det ar i min mening naivt. Problemet med majoritetsbeslut, somiallmanna val, ar att det osokt
leder till populism. Politiker tvingas att ta hansyn inte till argument utan en mer eller mindre
chimar folkvilja som kan manipuleras. Politiken reduceras till en marknad dar det galler att
anpassa sig efter vad modet foreskriver. Valjarkaren blir till en demon som man bade maste
vara till lags och som man maste begransa. Man kan se dessa tendenser i dagens USA.

Det ar ganska vanskligt att fora en logisk politisk diskussion ty motsagelserna stirrar en i
ansiktet. Huruvida en diktator kan styra helt transparent kan antingen ses som en abstrakt
logisk tankelek. (Popper konfronteras med samma dilemma, skall man tolerera intoleransen
och hans slutsats ar att de skall man inte, och darmed sanktionerar man intoleransen i vissa
sammanhang varvid man faktiskt tolererar den. Likheten med Russellparadoxen bor vara
uppenbar.) Man kan dven havda att en diktator har en begransad makt 6ver sina undersatar,
och den makt han har bygger pa gemensamma myter; kravet pa transparens gor det mycket
svart att skapa sdadana gemensamma myter. Sedan ar transparensens uppgift att just
moijliggora kritik utan den fortvinar den.

Fragan om demokratin i Sverige paminner om fragan huruvida Sovjetstaten var kommunistisk.
Svaret var nej, men att det var pa vdag mot den ideala kommuniststaten. Jag vidhaller att
transparensen ar det viktigaste och majoritetsomrostningar ar av varde endast om de framjar
transparens, och som vi ser ar inte alltid detta fallet. Inom vetenskapen rader en hog grad av
demokrati tack vare det narmast moraliska kravet pa transparens. Vad som ar sant och falskt
inom vetenskapen ar inte en fraga om formella omrostningar, sedan ar det en annan sak att i
det Ianga loppet sa skapar transparensen en dvervaldigande konsensus som inte konstrueras
fram utan patvingas genom empiri (Poppers falsifieringsprincip) medan i en politiskt betingad
konsensus inte sdllan bygger pa ranker, rostfiske, kohandel och pragmatiska kompromisser.
Som papekats majoritetsomrostningar kan manipuleras, och jag talar inte om klassiskt valfusk
med ogiltiga roster och felrdkningar (3ven om den omtalade gerrymeandering i USA syftar till
att begransa olampliga grupper att komma till tals) utan om hur den férmenta folkviljan, ett
val har till uppgift att formulera, kan manipuleras. Men som sagt allmanna val fyller en viktig
funktion men det ar langt ifran klart hur en sadan kan komma till basta uttryck.

JA Fraga 9: Varfor innebar det faktum att Peirce ansag matematik (och logik) vara normativa
att de tillhér moralfilosofin? Finns det inte andra normer @an de moraliska?
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UP Svar pa JA fraga 9: Vi har sannings- och estetiska normer samt moraliska, enligt klassiskt
platonskt maner. Sanningsnormen och den moraliska normen ar intimt forknippade med
uppfattningen att det ar omoraliskt att ljuga, d.v.s. man bor uppehalla en transparens nar det
géller faktiska omsténdigheter. Som ovan papekats den formella logiken blir just genom sin
formalitet en leksak och i en lek bestammer vi sjalva de moraliska reglerna. Men metalogiken
ror efterféljsamheten av de lekfulla moraliska reglerna och kan inte laggas till. Vad vore det
for vits med att lagga till regeln att reglerna maste féljas! Den logik som ligger till grund for
det 'ratta’ tankande har en moralisk dignitet, namligen att uppratthalla transparensen.

JA Fréga 10: (i) Ar inte axiom mer som en ”semantik” dn en “grammatik” fér det matematiska
spraket? (ii) Finns det nagot "naturligt sprak” vi uppfunnit sjalva?

UP Svar pa JA fraga 10: For det forsta vad menas med det matematiska spraket? Ja det havdas
ibland att matematik inte ar nagot annat an ett sprak. Denna missuppfattning kan vi lamna
darhan. Daremot kan matematiken givetvis beskrivas med ett sprak. precis som vilken annan
mansklig verksamhet eller naturliga fenomen for den delen. Det finns en mangd matematiska
begrepp med egna namn och inte minst egna notationer (som integraler etc.), men detta har
ingenting speciellt med matematik att gora. For ett par hundra ar sedan skrevs den mesta
matematiken pa latin numera pa engelska, det mesta av matematiken beskrivs av ett naturligt
manskligt sprak, vilket ar knappast férvanande eftersom texten i en matematisk artikel ar att
betrakta som ett metasprak. Man talar om matematiska formler som sprak vilket dock ar
missvisande. Formler &r inte sa mycket till for att uttrycka nagonting utan for att manipuleras.
Formler kombineras och bildar nya formler. En matematisk text kan till en stor del utgoras av
formelmanipulation som utgér en narmast mekanisk vag att finna nya upptackter inom
matematiken (jmfr dess embryo den kartesianska matematiken). En formelmanipulation
inleds oftast med en férklarande text och kan inte sallan avbrytas av en sadan. Att manipulera
formler ar inte samma sak som att uttrycka sig sprakligt utan mer som att lata en maskin ga.
En schackspelare flyttar sina pjaser, detta kan sprakligt kommenteras, men kan knappast
anses som ett sprakligt uttryck i sig sjalvt, utan som en serie av handlingar, so i sig kan saga
mer dn ord. Det ndrmaste man kan komma ett matematiskt sprak ar faktiskt mangdlaran, vars
matematiska innehall ar magert.

Jag forstar inte riktigt fragan (i). Vitsen med den formaliserade axiomatiken enligt Hilbert (jmfr
ovan) var att begreppen (som punkt, linje etc.) skulle inte ha nagon mening (semantik) bara
satten de kombinerade med varandra (grammatik). P4 samma satt en pjas i schack ar
definierad via de satt den kan forflyttas pa (vilket givetvis har en mening). Visst axiom kan ges
mening, men da talar man om modeller. Matematikern som inte ar en formell logiker har
givetvis en kdnslomassig relation till de matematiska begreppen som har en definitiv (oftast
platonsk) mening. | sjalva verket det ar denna kanslomassiga bindning som har uppkommit
genom ett otal associationskedjor som gor att matematiker éverhuvudtaget kan syssla med
matematik. S& dven om punkt bara ar ett meningslost ord som kombineras med andra
meningslosa ord sa kommer alla dessa relationer det kan inga i med andra meningsldsa ord
att skapa en mening for just ordet punkt.

(ii) verkar inte vara en matematisk frdga om man skall fora tankarna till esperanto och
liknande. Talar man om ett naturligt sprak i matematiken kan man ndmna mangdlaran som
faller sig ganska naturlig efter en inledande bekantskap.
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JA Fraga 11: Vad anser du om logiker som tillater harledning av kontradiktioner (t.ex. i
dialetheism)? Se t.ex. Priest et al (2018).

UP Svar pa JA fraga 11: Jag maste erkanna att jag aldrig tidigare hort talas om dialethism, pa
mig verkar det som en obskyr sekt som garna kan vara kvar i obskyriteten. Antingen ar det
nonsens eller extremt dvervarderat. En snabb blick pa engelska Wikipedia avsldjar att det inte
ror sig om en formell logik utan snarare tvartom. | dagligt tal stoter vi standigt pa motsagelser
och de som tar dessa pa allvar betraktas som latt autistiska. Mangden av alla mangder ar ett
intuitivt begrepp som inte leder till ndgon konflikt ty det vardagliga spraket ar alltfor latt. Ja
naturliga sprak tjanstgér som sina egna metasprak, man kan tala om ett sprak genom att
anvanda samma sprak, och det ar ett valkdnt faktum att man kan sdga mycket nonsens med
sprak utan att det (nodvandigtvis) leder till varldens undergang. Jag brukade hadvda i min
ungdom att ett djupsinnigt uttalande karaktariseras av att dess motsats ar lika sann. ’Livet ar
underbart’ uttrycker en djup sanning, likasa ’Livet ar ett helvete’ utan att for den skull
beteckna helvetet som underbart. Man kan i min mening inte tala om dialethesisk logik utan
det ar att ses som ett erkdnnande av sprakets ologiska struktur och darmed en hyllning till det
ologiska, vilket inte & samma sak som en hyllning till dumheten eller oférnuftet (i sann
dialethisk anda!). Det sociala umganget bygger inte pa att kommunicera sanningar, utan
tvartom, att vilseleda och manipulera. En spraklig utsaga i ett socialt sammanhang har inget
sanningsvarde, det intressanta adr inte vad det bokstavligen sager, utan vilka sociala
konsekvenser det har, inte minst sprakliga.

JA Fraga 12: Sid 7 (fotnot 10) | Pompeji finns bevarade platta malningar.

UP Svar pa JA fraga 12: 7. Jo jag har ett minne av dessa. Visserligen senare an klassisk grekisk
tid men anda av uppenbart intresse. Jag har aldrig studerat dem narmare. Malningar har i
allménhet inte Overlevt tidens tand sa vi har féga aning om dem. Perspektivet ma ha varit
mycket kdnt bland grekerna, den matematiska principen ar sa enkel och innehallet i Euklides
(som for ovrigt skrev en bok om optik i samma anda).

JA Fraga 13: Kan det verkligen tyckas banalt att uppfinna nya notationer i matematik? Ar de
inte snarare essentiella? Skulle matematiskt tankande, annat &n pa basniva, vara maojligt utan
extern skriftlig notation?

UP Svar pa JA fraga 13: Notions not notations |lar Gauss ha sagt i engelsk 6versattning (Gauss
var liksom Goethe en stor beundrare av Scott och kunde sidkert engelska, liksom Goethe) ar
nyckeln till genombrott. Det ligger mycket i det. Dock Descartes inférde modernare
notationer, gamla notationer i algebra paminner mycket om modern texkod. Man kan hitta
skrackexempel pa gammal forlegad notation. €™ = cos t+i sin t dr urtypen for en vacker formel
(Eulers formel) men hur skulle den se ut med annan notation? eul K )papo -g- Ima :q- u (!!Cz
inc)u(éélma-g-Sz inc)u(, knappast vacker. Formler bygger mycket pa det visuella och ger en
snabb Overblick. Leibniz notation anses 6verlagsen Newtons med dy/dx och integraltecken.
Engelska matematiker holl fast vid Newtons klumpigare terminologi medan kontinentala
matematiker anammade Leibniz och tog 6ver kalkylen. Dock skall man inte dra for stora vaxlar
pa detta. Notation ar oftast en fraga om evolution, det som passar bast dverlever.
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JA Fraga 14: Har du definitioner av "forstaelse” och ”forklaring”? Forklara hur du gett
illustrationer av bada begreppen.

UP Svar pa JA fraga 14: Humanister gor en stor poang av att de forstar medan naturvetare
bara forklarar. Man skulle kunna havda att forklara ar en formell forstaelse och en forklaring
kommer utifran och kan kommuniceras. Oftast har det samband med en verifiering. Jag skall
forklara varfor nagot ar sant. Medan forstaelsen kommer inifran och kan inte formedlas ty den
kan inte klas i ord, endast i basta fall ‘evokeras.

Leif Bloch Rasmussen

A. Kommentarer och fragor till Ulf Persson

Person advarer mod metaforisk brug af matematik, geometri, men jeg vover alligevel at
kommentere ud fra dette. Som den danske digter Per Hgjholt skrev engang: Kun en tabe
frygter ikke metaforen. Men omvendt sa siger en af mine danske favoritter udi filosofi - Knud
Ejler Lggstrup - at metaforen evner at inspirere, hvor det nggterne kan lase sproget. tanken,
sansningen fast.

Jeg har derfor valgt at kommentere Person’s artikel om matematik med udgangspunkt i en
artikel af Anthony Judge: Metaphorical Geometry in Quest of Globality - in response to global
governance challenges, Laetus in Praesens, draft March 18, 2009

Han skelner mellem fire geometrisk dimensionerm og dermed fire forskellige mader at
anvende matematik i den ’virkelige’ verden tolket som rum. Jeg har udvidet dette med en
Dimension 5, der sgger at virke med komplekse tal, jf. Hamilton:

Dimension Dimension 2 Dimension 3 Dimension 4 Dimension 5

1 a'real 08 globe og polyeder torus, kvante, komplekse tal, rum,
cirkel

punkt og fraktal

kvaterrnion

linjer
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Mine spgrgsmal er da:

1. er matematikkens sprog med formler og axiomer i samme kategori i dimension 1 og 2
som i dimension 3 til 5.

2. kan geometrien og matematikken veere basis for metoder for tveer- og
transdisciplinaritet

3. kan polyedrene fungere som overgang fra 2-D metoder til 3-D metoder og komplekse,
imaginaere rum

B. UIf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Leif Bloch
Rasmussen (LBR)

Jag har mycket svart att inse innebdorden i dessa fragor. Jag kan visserligen svara ja pa alla tre,
men detta leder knappast nagonstans. Men jag har heller ingen aning om vad dessa fragor
avser att leda till. Jag ma tillagga att referensen till Anthonyn Judge ar for mig som
matematiker helt obegriplig. Vad har fraktaler med specifikt dimension fyra att géra? Och an
varre vad menas egentligen med dimension om man harfor komplexa tal (2D) och
kvaternioner (4D) till detta? Och var skall oktioner (Cayley tal - 8D) placeras? | dimension 6?

Jag skall dven papeka att den presentation av matematiken jag bidrog med &ar som ett
sandkorn i hela matematiken, aven om man ’ifolge’ William Blake kan se en hel varld i ett litet
sandkorn (vilket dven var nagot av min pedagogiska ambition). Jag namner inte komplexa tal
i min presentation, men givetvis istillet fér att betraka n-tupler av reella tal R" kan man
betrakta n-tupler av komplexa tal C" vilket jag har gjort under stoérre delen av mitt liv. Men d3
blir det svart att visuaiisera och det fanns ingen anledning att inféra detta pa den mycket
elementdra niva jag holl min diskussion.

2-D polygoner rejser mange sp@rgsmdl for mig, da to-dimensionaliteten i sig selv mdske
udelukker metoder til at forstd og virke med virkeligheden, specielt 3-D polyedre og glober.
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Detta pastaende ar totalt obegripligt for mig. Med udelukker antar jag ar menat det svenska
ordet utesluter (excludes). Pa vilket satt skulle det gora det?

For att aterga till fragorna.

LBR fraga 1: Er matematikkens sprog med formler og axiomer i samme kategori i dimension 1
og 2 som i dimension 3 til 5.

UP Svar pa LBR fraga 1: Matematiken ar densamma, samma logiska tankande, och nar det
géller axiom sa ar det inte sa att man i en presentation av matematiken presenterar en lista
pa axiom dessa ar underfoérstadda i sammanhanget. Det finns bara en matematik, allt annat
ar trams.

LBR fraga 2: Kan geometrien og matematikken veaere basis for metoder for tveer- og
transdisciplinaritet?

UP Svar pa LBR fraga 2: Matematiken ar tillampbar pa den sa kallade verkliga varlden (det ar
val det som menas med trans?). Den ar dven i hogsta grad tillampar pa sig sjalv (vilket menas
val med tvaer?), vilket besvarar en av aspekterna av fraga 1.

LBR fraga 3: kan polyedrene fungere som overgang fra 2-D metoder til 3-D metoder og
komplekse, imaginaere rum

UP Svar pa LBR fraga 3: Fragan ar inte ens grammatiskt formulerad vilket inte gor den enklare
att tolka. Polyhedrar ar objekt i den 3-dimensionella varlden som ar uppbyggda av tva-
dimensionella objekt (polygoner) men pa ett sdatt som endast har mening i 3-dimensioner.
Men for att definiera polyhedrar i godtyckliga dimensioner behéver man inte ta ett
dimensionssteg i taget utan dessa kan konstrueras direkt genom att ta det konvexa holjet av
ett andligt antal punkter. Men visst man tanker sig de platonska kropparna sdag som bilade av
regelbundna polygoner (trianglar, kvadrater, eller pentagoner). Sedan kan man ta dessa fem i
sin tur och bygga upp 4-dimensionella motsvarigheter, men da kan man inte langre stodja sig
pa sin visuella intuition, men da kommer formella konstruktioner till hjalp. Dessa dr exempel
pa reella polyhedra (polytoper) men detta kan goras dven éver de komplexa talen. En utmarkt
referens ar Coxeter, som jag tror jag listade i min bibliografi. Men jag papekar an en gang att
detta ar bara ett litet horn av matematiken.

Ordsammansattningen komplexa, imagindra rum verkar vara tarta pa tarta. Man behover inte
polyhedra for att definiera komplexa rum, men givetvis hindrar det ingen att introducera dem
i sadana.

Per Flensburg

A. Kommentarer och fragor till UIf Persson

UIf, din artikel forvanar mig! Helt enkelt for att jag begriper sa pass mycket av din matematik
som jag gor. Jag har visserligen nastan tre betyg i matematik, men trodde jag hade glomt den
mesta matten under de 53 dren som gatt sedan jag laste det. Jag har skrivit in en massa
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kommentarer i din artikel och inser att jag pa nagot vis maste extrahera dem i I6pande text.
Det kommer har.

Pa satt och vis handlar bade din och min artikel om att beskriva verkligheten, fast vi narmar
oss fran helt olika hall. Du utgar fran logiken och ett antal axiom och jag utgar fran en mansklig
samvaro. Det ar darfor extra intressant att du kommer fram till att axiomen ytterst ar sociala
och jag kommer fram till att i en vdal sammanhallen férsamling kan betrakta verkligheten som
i princip objektiv och logisk. Ditt satt koppla logik, matematik och axiom samman med en
social verklighet har jag inte sett tidigare. Kanske det sdger mer om hur lite jag &r beldst. Annu
mer spannande blir det da du havdar att den logiska grunden fér matematiken &r
moralfilosofiskt. Det resonemanget hade jag garna sett att du utvidgade.

I mitt @mne, informatik, formaliserar man en arbetsbeskrivning och reducerar darmed arbetet
till det som ar formaliserbart. Men allt arbete innehaller icke-formaliserbara komponenter sa
darfor misslyckas stort sett alla systemimplementeringar! Sa du har alldeles ratt da du sager
att de ar monstrudst irrelevanta!

Du skriver: “Om matematiken kunde reduceras till logiken, skulle detta faktum ocksa
reduceras till logiken...” Jag hanger inte med har. Om man reducerar matematiken till logiken
sa gor man val det utanfor bade logiken och matematiken? Det ar ju logiskt kan man tanka
och sa foll fallan igen! Lysande!

Du har sedan ett avsnitt om geometri, som jag bitvis tycker gar utanfér bokens tema.
Projektioner och sfarisk geometri ar visserligen intressanta, men vad har de med
vetenskapliga metoder att géra? Att matematiken ar en metodvetenskap som tillhandahaller
analysmetoder at andra vetenskaper ar en helt annan sak. Men i din slutklam dar du menar
att matematiken har ett innehall inte bara ar ett formellt spel instimmer jag inte. En del av
verkligheten kan beskrivas pa ett matematiskt vis, men det innebar inte att matematiken i sig
har innehall, bara att en del av verkligheten dr matematisk. Det innebar att matematiken i
denna del kan vara anvandbar.

Du havdar ocksa att manga studenter tror att matematiken ar nagot som uppfunnits av
sadistiska larare. Jag tror det! Sattet pa vilket matematik lars ut (genom nastintill oandligt
tragglande) ar ett ytterst effektivt satt att doda allt intresse for matematik!

Din jamforelse mellan Euklides geometri och Descartes analytiska ar ett alldeles utmarkt
exempel pa antologins karna: Att jamfora olika vetenskapliga metoder

Men dock, har jag problem att placera metoderna pa korrekt niva. Sa har tinker jag:
Utgangspunkten ar en uppgift. Det ar inget problem i form av nagot i verkligheten som
behover belysas eller korrigeras, det ar en uppgift i en storre uppgift som i regel galler att
underlatta konstruktionen av nagot, som kan tolkas mycket brett. Kort sagt: Man skapar ett
hjalpmedel for att inga i ndgot annan uppgift.

Om vi nu ser pa figuren ovan till vanster har vi tva vagar att ga: Den Euklidiska och den
Cartesianska. | den ena bygger man pa teckningar dar utgangspunkten &ar trianglar och
likformighet, i den andra nyttjar man symbolmanipulationer kommande fran ekvationer som
pa ett algebraiskt vis beskriver uppgiften.
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Euklidisk varidsbild TS Nu &r fragan: Ar dessa olika
vérldsbild vetenskapliga metoder? Exempel pa

vetenskapliga metoder fran mitt omrade

ll lL ar: Fallstudier, enkater,
aktionsforskning, artefaktkonstruktion,

Eationer artefaktevaluering, diskursanalys,
intervjuteknik etc. Det gemensamma for

l lL dem ar att anvands dven i andra
vetenskaper. Men det tva metoder du

9 manipulationer beskriver ar savitt jag forstar genuint

matematiska. De kan tillampas pa
manga uppgifter, men ingen annan
vetenskap skulle se dem som primara
metoder for att undersdka de problem
Uppgift man sysslar med. Som beskrivning av
matematiska undersékningsmetoder ar
det en glimrande beskrivning, men som generell vetenskaplig metod ar jag mera tveksam. Det
leder fram till en diskussion av vad en vetenskaplig metod egentligen ar.

Det langre exemplet som foljer tycker jag du ska ta bort. Efter 17 sidor gav jag upp att forsoka
forsta vad du sysslade med. Sa det har jag hoppat 6ver!

| ndsta avsnitt, om det matematiska landskapet, kommer du inte pa valdigt intressanta fragor:
Kopplingen mellan verklighet och matematik och férlangning all vetenskap. Om vi nu tanker
pa en matematiker som sysslar med tillampad matematik, sa associerar vederbérande vissa
fysiska fenomen med vissa symboler. Dessutom infors ett axiomsystem i form av foregaende
forskning som definierar vissa samband mellan dessa fenomen. Var matematiker overfor
dessa forhallanden till ekvationer eller méjligen olikheter. Genom att manipulera symbolerna,
som representerar verkligheten, kan da den tillampade matematikern framstalla och bevisa
teorem som &r giltiga under forhallanden att de grundlaggande axiomen &r korrekta. Men for
att teoremet ska sdga nagot om verkligheten krdvs ytterligare en sak, namligen att
verkligheten foljer logiska lagar! Det ar ett antagande jag stéller mig skeptisk till. Men en del
av verkligheten kan vara logisk och det ar fascinerande hur man med matematiken kan
beskriva obegripliga fenomen. Jag har last att det inom fysiken finns nagot som kallas Bells
bootstrap hypotes, som sager att varlden beskrivs utifran ett antal differentialekvationer och
genom att valja lampliga sddana kan varlden se ut hur som helst. Det ar enligt denna hypotes
fullt mojligt att manen &r en gron ost om man valjer lampliga ekvationer som utgangspunkt.

Nar det sedan géller Al &r den fruktansvart overskattad. Och valdigt fa verkar inse det. Eller sa
ar jag dum. Jag resonerar sa har: Det mesta inom Al bygger pa neurala natverk. Ett neuralt
natverk bestar av ett antal noder och kopplingar mellan dem. Se figuren till vanster., Det finns
tva typer av natverk: Tranade och otranade.
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Tranade natverk tranas upp genom att de matas med kdanda matdata och kdanda svar. Om
resultatet skiljer sig fran det kanda svaret beraknas hur stort felet ar och vikterna pa
ingangarna i varje neuron justeras. Detta forfarande itereras och om natet ar ratt designat
(dar faktorer sasom val av natverk, antal neuroner, val av traningsdata spelar en avgérande
roll) sa konvergerar natet i riktning mot att ge de dnskade svaren. Men: Detta fungerar bara
da det finns entydiga ja/nej svar. Exempel pa sadana neurala natverk ar avstavning och OCR.

Icke tranade natverk ar sjalvlarande system som anvands till att hitta kanda och okanda
relationer mellan data. Natverket matas med data men presenteras inget facit. Vikterna
justeras exempelvis beroende pa om anvandarna gillar eller inte gillar resultatet, alternativt
baserat pa om den process som néatverket styr ger ett resultat nadra ett bérvarde (om
tillampningen ar reglerteknik), eller om en optimeringsfunktion ger maximalt eller minimalt
resultat (om tillampningen &ar ett optimeringsproblem). Traningen avbryts nar
viktférandringarna for en iteration konvergerat tillrickligt nira noll. Aven hir baseras
processen pa entydiga ja/nej svar som i detta fall ges utifran.

Al baseras i sjalva verket pa ytterst primitiva berdkningar och antagande och framfor allt pa
logik. Manskliga bedémningar, som spelar stor roll i all offentlig férvaltning kan inte anvandas
for att konstruera Al-stod. Daremot finns det system som hjalper t.ex. en ldkare att stalla
diagnos genom att stalla ett antal fragor pa olika typer av symptom. Det leder logiskt fram till
att patienten har en viss sjukdom, men det finns massor av exempel pa att det anda blir fel.
Och det ar val har som slutsats blir uppenbar: Sanningsvardet for isolerade matematiska fakta
ar poanglost, det ar hur allt hanger ihop som ar intressant.

Nagra fragor:
Fraga 1. Anser du att verkligheten ar logisk? Om sa ar fallet varfér? Om inte, ja varfor?

Fraga 2. Om jag minns ratt visar Russell och Whitehead i sin bok: Principia matematica att all
matematik baseras pa satslogik. Du hdavdar motsatsen. Hur hdanger detta ihop?

Fraga 3. Vad ar dina kommentarer till Bells bootstrap hypotes?

Fraga 4. Gauss lar nagon gang ha sagt ungefar att
matematiker inte vet vad de gor eftersom
matematiken endast sysslar med
symbolmanipulering. Du tycks vara av motsatt

\ _ mening,
Output
/’_’“\ Fraga 5. Finns det nagra generella vetenskapliga

Q | metoder inom matematiken?
N
A

B. UIf Persson (UP) svar och
) svarskommentarer till Per Flensburg

\k/
/ ~ (PF)
PF Fraga 1: Anser du att verkligheten ar logisk?

Om sa ar fallet varfér? Om inte, ja varfor?

Hidden

Input
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UP Svar pa PF fraga 1: Talar vi om den fysiska verkligheten eller den sociala? Nar det géller
den senare kan vi verkligen betvivla det. Ett intressant fenomen ar de manskliga spraken som
visserligen tycks ha en viss underliggande logik, det ar sa vi ‘fattar galoppen’ och lar oss sprak
forvanansvart latt, men med en mangd av undantag (som kanske lyder en forborgad logik?). |
mansklig kommunikation ar det inte sanningsvardet som ar av intresse, ett vittnesmal kan inte
tas ad notam utan maste tolkas, som filosofihistorikern Collingwood papekar. Det ar inte vad
som sags som det ar det intressanta utan vad som menas med det. Mansklig kommunikation
gar till en stor del ut pa att manipulera och vilseleda, darav légnens centrala betydelse. |
humanistisk vetenskap, speciellt historia, ar det kannedomen om den ’'manskliga naturen’ som
ger en mening till det virrvarr av specifika hiandelser som utgor det férgangna. Vad den
manskliga historien handlar om, i motsats till naturhistorien, ar enskilda beslut tagna av sa
kallade historiska aktorer. Dessa beslut maste férstas och det géor man genom att satta sig in
hur dessa aktorer ma ha tankt. Det ar detta som ar innebdrden i begreppet ’levandegora
historien’. Collingwood talar om att historia ar att rekonstruera det férgangna i det narvarande
(och historikern John Lukacs talar dven i liknande termer) med hjalp av de spar det férgangna
har ldmnat i nuet. Men for att tolka dessa spar, ja for att 6verhuvudtaget kunna identifiera de
relevanta sparen, maste man ha nadgon underliggande princip, och denna ges av det manskliga
sociala tankandet.

| naturvetenskapen daremot finns ingen 'designer’ ingen mansklig natur som ger mening, vad
man tvingas forlita sig pa ar vissa enkla, kalla dem garna logiska principer. Enkelhet och dartill
horande skonhet ar de vagledande principerna for naturvetarens forsok att soka den mening,
forutan vilken ingenting vore forstaeligt. Det ar har matematiken kommer in, den som i en
trivial mening ar skapad av manniskor, men som anda tycks ha en oberoende existens, ofta,
smatt foraktfullt, benamnd platonsk.

Att manniskan har formagan att 'forstda’ naturen uppfattas av manga som oférklarligt och
mirakulost. Speciellt under metafysikens gyllene arhundrade (1800-talet) uttryckte manga
filosofer och vetenskapsman (gransen var vid denna tid flytande) sin forundran 6ver detta
faktum. Man kan dven se den formulerad av C.S.Peirce en anti-metafysiker. | modern tid har
Wiegners forundran 6ver matematikens orimliga effektivitet till leda citerats. Principen om
det naturliga urvalet ar ett lysande exempel pa hur en enkel filosofisk princip kan genomsyra
en hel vetenskap, i detta fall biologin, och som ofta har papekats, ingenting i biologin kan
'forstas’ utom i ljuset av just denna princip. Néar jag forst kom i kontakt med den (vi talar inte
om evolutionen per se, den var redan presenterad av Lamarck pa 1700-talet, utan den
underliggande mekanismen som inte bara gor den trolig utan rentav oundviklig) forundrades
jag over att en sadan enkel och kraftfull idé kunde aterfinnas utanfér matematiken. Darwin
var ingen matematiker (d3ven om han var matematiker nog att som skolpojke fascineras av den
euklidiska geometrin) och beklagade ofta sin avsaknad av matematisk begavning, men den
darwinistiska principen ar trots detta ‘matematisk’ till sin natur.

PF Fraga 2: Om jag minns ratt visar Russell och Whitehead i sin bok: Principia Matematica att
all matematik baseras pa satslogik. Du havdar motsatsen. Hur hanger detta ihop?

UP Svar pa PF fraga 2: Russell och Whitehead visade inte att all matematik kan baseras pa
satslogik, daremot antog de att matematiken kunde pa sa satt baseras och foretog sig
uppgiften att sa en gang for alla att géra med alla detaljer. (Man skall komma ihag att ur
Russells synpunkt var matematiken inget annat an en racka tautologier, en uppfattning som
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dven Wittgenstein anammade) Detta var en grannlaga uppgift som knackte de bagge
intellektuellt och mentalt. Russell skriver om att verklig mental koncentration ar ytterligt
plagsamt och kan kanske bara uthdrdas under ndgon minut. De stora andarna ar de som lyckas
med konststycket under tva minuter (jag friserar en aning for dramatisk effekt). Innan var
Russell en serios hart arbetande filosof med ett gediget rykte, efterat ar man mest kdnd som
pop-filosof med en bred lasekrets. Whitehead var aldre och bleknade bort. Nagra ar senare
drev Godel logiken till sin spets, och namnde just Principia Matematica i sin titel, och visade
ofullstandigheten i att kunna reducera matematiken till logik, och darmed slog undan fétterna
pa matematikern Hilberts ambition att med matematiken kunna bevisa matematikens
konsistens. Den grundldaggande idén i Godel gar tillbaka till de gamla grekerna och de
paradoxer som uppstar i logiken i och med sjalvreferensen. (Russell med sin Gverskattade
paradox, var inte frammande foér detta, men kunde bara koncentrera sig en minut i taget).

Varken Russell eller Wittgenstein forstod Godels bevis. Denne férsynte man undrade om de
var sa korkade, eller bara latsades sa vara. Principia Matematica ar en statlig katedral dock
utan innehall och star nu 6vergiven ute pa heden endast sporadiskt besokt av vilsegangna
turister.

PF Fraga 3: Vad ar dina kommentarer till Bells bootstrap hypotes?

UP Svar pa PF fraga 3: Jag kdnner inte till Bells bootstrap hypotes, men jag antar att du menar
den nordirlandske fysikern John Stewart Bell (1928-90) som ar kand for sina intressanta forsék
till klargérande av vissa kvantfysikaliska paradoxer. Att liknande fenomen som att rationellt
kunna forklara och underbygga godtyckliga politiska ideologier ar nagot som flitigt
forekommer i den sociala varlden ar knappast en Overraskning for gemene man, men i
naturvetenskapen? Kvantfysikens underbyggnad ar visserligen matematiskt sofistikerad men
inte begreppsmassigt forstadd. Att harmonisera den allmdnna relativitetsteorin med
kvantfysiken, de tva stora genombrotten i fysiken under 1900-talet, utgor fortfarande en stor
utmaning. Vad denna bootstrap hypotes illustrerar ar fafangligheten att forséka axiomatiskt
grundfasta fysiken. Newton forsokte sa gora i sin Principia, men fysiker har ignorerat detta,
dven om Newton hade en mycket enklare uppgift (och Arkimedes var en foregangare). Forsdk
att lagga kvantfysiken pa en axiomatisk grund har inte visat sig vara fruktbart. Jag kan mycket
val tdnka mig att Bell med sin hypotes medvetet forsokte forldjliga sadana forsdk, som jag
redan forsiktigt antytt. Fysiker handskas med matematiken pa ett for matematiker ofta
harresande satt, men de lyckas i allmadnhet, vilket far matematiker att avundsjukt undra om
dessa besitter en for matematiker otillganglig intuition. Den matematiska logikens
revolutioner under tidigt 1900-tal har en hel del gemensamt i sinnelag med den kvantfysiska
revolutionen under samma tid, vilket ovanstdende diskussion indikerar. Den ryska
matematikern Yuri Manin har uttryckt det s3a, att den matematisk-logiska revolutionen var
introvert till sin natur och sysslade med det manskliga tankandet, medan den kvantfysiska var
extrovert och var riktad mot verkligheten. Av de tva gav den senare den mest hisnande berg-
och-dalbane-upplevelsen.

PF Fraga 4: Gauss lar nagon gang ha sagt ungefar att matematiker inte vet vad de gor eftersom
matematiken endast sysslar med symbolmanipulering. Du tycks vara av motsatt mening,
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UP Svar pa PF fraga 4: Vad ar kallan till detta minst sagt absurda pastaende? Jag har aldrig
traffat pa det tidigare och det gar stick i stav med vad vi vet om Gauss och vad vi kan lara oss
av hans matematiska garning, inte bara hans resultat utan dven hans satt att resonera. Gauss
anses av manga som den mest framstaende matematikern i modern tid, vilket betyder
nagonsin. Symbolmanipulering indikerar ett mekaniskt synsdtt pa det matematiska
hantverket som vore fraimmande for en sadan ande. Gauss lar ha yttrat en gang angaende ett
matematiskt genombrott att ett sadant inte berodde pa ’notation’ utan ’‘notion’ d.v.s.
matematiska idéer. Vad som kan vara ursprunget till ett sadant yttrande ar att Gauss utforde
under sitt liv manga rutinberakningar, speciellt i hans arbeten om himmelsmekanik. Det var
Gauss som lyckades berdkna den nyupptackta planeten Ceres bana ur de knapphandiga
observationer som hade gjorts i borjan av aret 1801 (den upptacktes pa det 19-arhundratets
forsta dag) innan den tappades bort. Efter denna bedrift (som blev Gauss vida kdnd, och den
grundlade hans professionella intresse for astronomin. Han 6dslade dock en stor del av sin
dyrbara tid med just berdkningar, och i hans dagbdcker kan man finna formuleringar om att
doden vore honom kadrare an ett liv som detta. Senare skulle han dven 6dsla sin tid med
rutinartade uppgifter inom lantmateri (praktisk geodesi) aven om han revolutionerade dven
detta gebiet och det gav upphov till banbrytande insikter om ytors inneboende geometri
(gaussisk krokning etc). Till en viss del fann Gauss ett noje i berdkningar och vad som
intresserade honom var genvagar och nya satt att utféra det rent mekaniska. Euler, en annan
av den moderna matematikens giganter, sysslade aven han med numeriska berakningar men
utan dgna det det sidointresse som Gauss briljerade med. Vilket féranledde Gauss till den
sarkastiska kommentaren: inte undra pa att han blev blind (vilket skall tolkas bokstavligt). For
Gauss var inte matematiken ett formellt spel utan han kombinerade den med en enastaende
geometrisk och fysikalisk intuition (och hans mest betydande fysikaliska arbeten var inom
magnetismen tillsammans med fysikern Weber)

PF Fraga 5: Finns det nagra generella vetenskapliga metoder inom matematiken?

UP Svar pa PF fraga 5: Vad menas egentligen med en generell vetenskaplig metod?
Vetenskapliga metoder ar doméanspecifika, och att tala om sddana i en vidare mening ar
knappast fruktbart utom rent filosofiskt. Vi har t.ex. Poppers falsifiering som i sin generalitet
blir ndrmast tautologisk men far ett innehall forst nar den kontrasteras mot Francis Bacons
princip om den forutsattningslosa observationen (nagot som foresvavar de flesta manniskor
(och politikers) naiva uppfattning om vetenskaplighet) *. William James i sin klassiska
"Principles of Psychology’ talar om hemligheten att |16sa att problem bestar i att skala bort all
onddig information (en variant av abstraktionsprincipen) vilket ar en elegant formulering, men
knappast av nagon storre hjalp i en konkret situation. Som tonaring formulerade jag en allman
metod i matematiken, namligen att uttrycka en sak pa tva olika satt och dra slutsatser ur
likheten. Detta reflekterade givetvis min nagot omogna attityd till matematiken som formel-

' 5.0.Hansson, liksom manga filosofer och vetenskapsman, tar falsifiering bokstavligen som en konkret
vetenskaplig metod och visade i en artikel i Foundations of Science att vetenskapsman i allmadnhet inte nyttjar
denna genom att ta upp en varierad skara av vetenskapliga artiklar for granskning (liknande kritik anfordes av
Martin Gardner [privat brevvaxling]). Jag bemotte detta senare i en artikel i samma tidskrift i vilken jag férsokte
papeka att detta var en missuppfattning och att falsifieringsprincipen skulle istallet ses som en meta-metod.
Syftet med denna formulerade princip var inte att ge en metod att bedriva vetenskap utan ge ett kriterium med
vilket man kunde avskilja pseudo-vetenskap fran verklig.
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manipulering ur vilken resultat mirakulést hoppade ur som kaniner ur en hatt, dock maste jag
tillsta att observationen inte var helt grundlos och att det utnyttjas dagligen, daven, om jag
mins ratt, i mitt kapitel om matematiska metoder

Popper ansag att matematiken inte var en vetenskap ty den hade genom sin deduktiva
underbyggnad en soliditet som vetenskapen inte besatt. Matematikens sanningar ar som sagt
vad eviga och inte provisoriska. Ma vara sant, men matematiken bedrivs av manniskor och
bevis kan vara felaktiga, vilket forst senare adagalagges. Om man nagot forenklat ser pa
matematiken som ett axiomsystem vars konsekvenser skall utforskas kan man se varje bevis
som ett falsifieringsforsok for hypotesen att detta system ar motsagelsefritt. Motsagelsefrihet
ar endast nagot vi tillsvidare kan antaga.

Falsifieringstankandet ar en naturlig reaktion som forelag langt innan Popper. Vi finner det
som oOvligt redan hos de gamla grekerna. Det indirekta beviset, d.v.s. att man férutsatter nagot
som skall visa sig falskt, utgér om nagot en falsifiering av det forutsatta. En matematiker som
upptacker nagot forbluffande undrar givetvis om detta kan vara sant. Vad denne gor ar inte
att aterigen syna sin argumentation i sommarna utan att harleda konsekvenser av upptackten.
Kan denna upptackt verkligen stamma? Dessa konsekvenser kan vara av olika art, ibland rent
numeriska. Om motsagelser uppkommer vet man att argumentationen var felaktig utan att
ens veta varii detta bestar (detta forutsatt att matematiken ar konsistent, vilket i praktiken ar
en trosforestallning, tills den visar sig ohallbar). Om daremot konsekvenserna passar val in i
sammanhanget eller t.o.m. ger bekraftande forklaringar, utgoér detta en mycket stark
indikation pa att det stammer, betydligt starkare @n att syna argumentationen i smmarna, ty
man kan ha gjort ett forsatligt misstag for vilket man ar helt blind, och endast genom en
oberoende kontroll kan man bli varse det * Aven i vardagslivet férekommer samma tankande
och kontrollerande.

Jag befarar att mycket narmare kan man inte komma en gemensam vetenskaplig metod, eller
skall man snarare saga attityd. Utan den principiella mojligheten att kunna gora en falsifiering
kan man inte bedriva vetenskap, utan en majlighet till falsifiering skulle allt i princip kunna
vara sant och vetenskapen utmarks just genom sin diskriminering, ofta ar det negativa
resultatet, d.v.s. att ndgot inte kan vara sant, det som ar av intresse. Genom att kunna saga av
potentiella grenar av det mdjliga, kan man koncentrera det mdjliga och darmed kunna
penetrera djupare in i det okdnda, som den ofta citerade vetenskapsfilosofen Thomas Kuhn
har observerat.

Anders Gustavsson

A. Kommentarer och fragor till Ulf Persson

Nar jag valde bort matematik som fordjupningsamne, som larare uppmanade mig att fortsatta
med, berodde det pa att jag upplevde dmnet dott och utan relation till manniskor.

2 Ett trivalt exempel utgor en berdkning av en numerisk summa av ett antal termer fér hand. Har man gjort
ratt? Det ar 16nl6st att géra om samma berdkning om och om igen, man kommer bara att ga i samma spar; da ar
det battre att summera termerna i en helt annan ordning. Om man da far samma svar kan man vara betydligt
sakrare pa sin sak. Detta ar ett vardagsexempel pa ett falsifieringstankande.
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1) Min forsta fraga blir: Har matematikdmnet nagot med maénniskor att gora, som ar fokus
inom mitt amnesomrade humaniora, eller rér det sig enbart om torra siffror och streck som
relateras till varandra?

2) Ar matematikern den objektive forskaren, som tidigare var malet inom humaniora, eller
finns det nagot subjektivt drag inom dennes vetenskapliga verksamhet?

3) Hur ar det egentligen med axiomen? Hur har de uppstatt och dr de antaganden i stéllet for
evigt gallande orubbliga sanningar?

4) Ar vetenskaplig sanning det primara malet inom matematiken? Har frdgan om sannolikhet
nagon plats? Hur kan verifiering/bevisforing ifragasattas?

5) Vad kan matematisk metod ha att lara till andra vetenskapliga discipliner inom andra
fakultetsomraden?

B. UIf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Anders
Gustavsson (AG)

AG Fraga 1: Min forsta fraga blir: Har matematikdmnet ndgot med manniskor att géra, som ar
fokus inom mitt amnesomrade humaniora, eller ror det sig enbart om torra siffror och streck
som relateras till varandra?

UP Svar pa AG fraga 1: Har konst nagot med manniskor att gora, eller rér det sig enbart om
vata fargpigment? Har poesi nagot med manniskor att gora eller rér det sig enbart om svarta
bokstaver och mellanrum?

Matematik bedrivs av manniskor och har saledes en hel del att gora med maénniskor. Vissa
havdar att matematik ar en helt mansklig konstruktion jag haller inte med utan bekdnner mig
till matematisk platonism. En bild jag skulle vilja framhalla ar konstndren som malar av ett
landskap. Landskapet finns utanfor konstndren och ar helt fristdende fran denne, men
malningen funnes inte utan landskapet. Malningen ar en tolkning av landskapet, en mansklig
konstruktion, och ar saledes inte oberoende av detta som istdllet infor restriktioner pa hur
malningen kan se ut. Konstndrens utmaning &ar att med fantasins hjdlp bemastra de
restriktioner under vilken han verkar.

Platon kan ses som matematikernas skyddshelgon utan att vara matematiker
sjalv. Matematiken utgjorde for Platon ett ideal och har alltsedan dess utgjort en omistlig del
av den seridsa vasterlandska filosofin.

AG Fraga 2: Ar matematikern den objektive forskaren, som tidigare var malet inom
humaniora, eller finns det nagot subjektivt drag inom dennes vetenskapliga verksamhet?

UP Svar pa AG fraga 2: Objektiviteten ar ett ideal och ingen mansklig verksamhet kommer
narmare detta ideal an matematiken. Men det subjektiva inslaget i matematiken ar
ofrankomligt ty att bedriva matematik ar en mansklig verksamhet. Vad ar fult och vad ar viktigt
och intressant inom matematiken kan givetvis inte behandlas matematiskt. Man kan inte ge
ett matematiskt bevis for att ett visst bevis ar vackert eller att ett begrepp ar intressant.
Matematikern drivs av en passion, inte bara for att finna det sanna utan dven det vackra och
det forklarande, men det ar viktigt att vad han finner &r sant och darmed besitter en objektiv
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existens. Det finns ingen universell metod att |6sa matematiska problem utan matematikern
ar hanvisad till sin erfarenhet, sin fantasi och sin intuition, vilka alla ar av subjektiv natur.
Matematikerns yttersta ambition ar att forstd och forstaelse ar om nagot ett subjektivt
fenomen.

AG Fraga 3: Hur ar det egentligen med axiomen? Hur har de uppstatt och ar de antaganden i
stallet for evigt gallande orubbliga sanningar?

UP Svar pa AG fraga 3: Ursprungligen var de menade som evigt gallande sanningar, sedan sags
de som i princip godtyckliga antaganden. Det kan synas vara en himmelsvid skillnad mellan
dessa tva synsatt, men for att forsta det pa ratt satt maste vi vara klara med att grekerna
gjorde en atskillnad mellan axiom och postulat. Axiomen hade att géra med korrekta satt att
logiskt argumentera, medan postulaten hade med studieobjekten att géra. Som axiom kan vi
ta som exempel ‘'om lika laggas till lika forblir de lika', som postulat kan vi anféra ‘genom tva
distinkta punkter gar det en och endast en linje’. Axiomen har saledes med vart eget
resonerande att géra, medan postulaten har att géora med egenskaper hos det vi studerar.
Grekerna ansag att de geometriska postulaten var sa fundamentala ate inte kunde betvivlas,
de ansags vara eviga sanningar. Vi kan saga att de gamla grekerna intog en fundamentalistisk
moralisk hallning. Ett av postulaten, som i modern formulering lyder ‘genom en punkt utanfor
en given linje kan en och endast en linje parallell med den givna dragas’. Visserligen
betvivlades detta inte, men det ansags inte vara sa uppenbart enkelt och otvivelaktigt sant att
det kunde tjdna som ett postulat utan ansags vara en sats som foljde av de andra postulaten
genom ett korrekt resonerande. Ett satt att forsoka bevisa det vore att antaga motsatsen d.v.s.
att antaga att det var falskt, detta kunde géras pa tva satt, antingen att antaga att ingen
parallell linje fanns (for nagon punkt) eller att det fanns mer &n en. Pa detta satt kunde man
visa att den uppkomna geometrin helt enkelt var bisarr. Men att vara bisarr ar inte samma sak
som att vara felaktig. Detta insags oberoende av varandra av Gauss, Bolyay och Lobachevsky
i borjan av 1800-talet, och man utvecklade tva alternativa geometrier den elliptiska
(vasentligen den sfariska, som grekerna faktiskt vad bekanta med, detta kan synas paradoxalt,
men jag har inte utrymme att utveckla detta) och den hyperboliska. Man insag nu att man i
princip kunde vdlja postulaten som man ville huvudsaken var att de inte var logiskt
motstridande (vilket daremot ar en mycket delikat fraga). Daremot kan man inte hur som helst
modifiera vart satt att resonera, detta ar 'hardvirat’. Sattet att resonera formulerades inte
utforligt av Euklides, sa begreppet "axiom’ kom istallet att beteckna postulaten. Den euklidiska
geometrin ar inte given av gud utan den ar vart eget verk definierad av de antaganden vi gor.
Det ar meningslost att tala om huruvida reglerna i schack ar sanna eller falska, schack ar
definierat av sina regler, men givet reglerna kan vi avgéra om det spelas korrekt eller inte.
Vidare kan vi hitta pa sa manga spel vi vill, men det ar langt ifran sdkert att alla spel kommer
att vara intressanta. Huruvida ett axiom-system ar intressant eller ens konsistent ar en fraga
som ligger bortom vart godtycke. Den tyske matematikern Hilbert som gick i braschen for att
forklara hur axiomen i viss mening utgor spel (och darmed fick ett ofortjant rykte om att vara
formalist) ville att man matematiskt skulle kunna visa att de traditionella axiomsystemen var
konsistens, vilket kan ses som en moralisk ambition. Godel visade dock att denna ambition
kunde inte forverkligas i de verkligt intressanta fallen genom att folja i Hilberts fotspar och
istallet for att forsoka reducera matematiken till logiken, undersdka logiken matematiskt.
Detta ledde till ett stort genombrott och har, nagot paradoxalt, haft mycket litet inverkan pa
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matematiken. Vad vi bevittnar harvidlag ar nagot mycket mystiskt. Matematiken
transcenderar den torra logiken.

AG Fraga 4: Ar vetenskaplig sanning det primara méalet inom matematiken? Har fragan om
sannolikhet nagon plats? Hur kan verifiering/bevisforing ifragasattas?

UP Svar pa AG fraga 4: Nej, den vetenskapliga sanningen ar inte det primara malet for
matematiker (matematiken sjalv har inga mal) dock sanningen ar en nédvandighet. Det ar
sanningskravet som driver matematiken, liksom i all vetenskaplig verksamhet, fantasier kan
inte existera i ett tomrum utan far form och mening forst genom att konfronteras med en
objektiv verklighet. | matematiken konfronteras vi med detta i den mest renodlade formen.

Sannolikheten tar givetvis plats inom matematiken i form av sannolikhetslaran som utgér en
matematisk disciplin i vilken man sdker finna sanna pdstaenden om sannolikhet, inte bara
sannolika! Men detta var knappast fragan. Viss sannolikhet férekommer inom matematiken i
form av hypoteser eller formodanden. | begreppet matematisk forstaelse ingar en kansla for
vad som kan vara sant och rimligt i matematiken, utan en sadan skulle det inte finnas nagon
form av intuition. Men i matematiken kan man tillata sig géra en distinktion mellan vad som
rigorost bevisats och vad som ar formodanden, inom andra vetenskaper kan man inte tillata
sig den lyxen alla pastaenden ar provisoriska (jag kan bara hanvisa till Poppers falsifierbarhet).

Men dven inom matematiken rader denna metafysiska osakerhet. Man kan inte bevisa att ett
bevis ar korrekt, men daremot motbevisa dess formenta korrekthet genom att ge ett
motexempel. Overtygelsen om ett bevis korrekthet far man dels genom att granska dess
logiska uppbyggnad och dels genom att inte finna nagra motexempel, precis som i
vetenskapen (men kanske motexempel kan dyka upp senare?). Standarden for vad som skall
utgora ett rigorost bevis har utvecklats 6ver tid, men det ar vart att notera att Arkimedes krav
pa rigoros bevisforing var mer avancerad dn den vad den matematiska kulturen pa 1600- och
1700-talet ansag. Euklides satser star sig an idag och konsensus inom matematiken om vad
som dr sant eller inte ar frapperande jamfort med andra vetenskaper.

AG Fraga 5: Vad kan matematisk metod ha att lara till andra vetenskapliga discipliner inom
andra fakultetsomraden?

UP Svar pa AG fraga 5: Den matematiska deduktiva metoden har traditionellt varit ett
rattesnore for all annan vetenskap. Det har att gora med precisa definitioner (jmfr Descartes
och precisa och klara begrepp) logiskt tankande och givetvis att kunna gora en distinktion
mellan det sanna, och det enbart sannolika, for att inte tala om det falska. Man skall heller
inte forglomma teoribildningen inom alla vetenskaper som ar inspirerad av matematikens rent
mentala konstruktioner. Daremot nar det kommer till mer handfasta metoder ar det tyvarr
sa att vad de flesta manniskor tanker pa i samband med matematiken ar siffror (torra eller
inte) och darmed har matematiken identifierats med det kvantitativa. Denna ambition har
speciellt varit tydlig inom samhallsvetenskaperna med ekonomin som det mest sofistikerade
exemplet. Det grundlaggande problemet ar att kunna avgoéra vilka kvantiteter som ar
meningsfulla och darmed lampade for matematisk manipulation. Det ar vart att notera att
icke-matematiker tar siffror pa mycket storre allvar an matematikerna sjalva, ty bara att satta
en siffra pa nagonting anses som nagot objektivt och oemotséagligt.
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7.8.6 KG Hammarlund

A. Kommentarer och fragor till Ulf Persson

Tack, Ulf, for ditt bidrag fran ett falt dar jag paminns om att min kompetens och
fattningsférmaga ar ytterst begransad: Efter 15 sidor tappar jag fotfastet helt och aterfar det
inte forran pa de allra sista sidorna.

Nagra anvandbara rester av skolmatematiken har jag bevarat i minnet: procentrdkning,
Pythagoras’ sats (praktisk for hemmasnickaren), reguladetri (omistligt redskap, tillsammans
med raknestickan, i grafisk formgivning innan datorerna gjorde sitt intag). Jag minns att vi i
gymnasiet arbetade med derivata och binomialkoefficienter, men varfor vi gjorde det férstod
jag aldrig och jag skulle idag inte kunna upprepa de utrakningar jag da lyckades med.

Satillvida skiljer jag mig nog inte fran den majoritet som aldrig erfarit det du beskriver fran din
egen skoltid: att du upptdckte matematiken. Varfor?

En del av forklaringen ligger sakert i den ’bendgenhet fér matematik’ som du namner och som
individer kan besitta i storre eller mindre grad. Men ar det hela férklaringen? Vilken roll spelar
skolans matematikundervisning for att nagra elever upptacker matematiken medan andra
aldrig gor det?

Du skriver:

Man gor matematik genom att ha idéer och dessa ar inte sa latta att finna. Man lar sig
inte matematik genom att lara sig resultaten, d.v.s. lara sig teoremen fastan i manga
fall kan du tvingas att ‘ta dem pa orden’, d.v.s. ta dem som ytterligare axiom (postulat)
dven om du inte nédvandigtvis forstar dem, vilket innebar att du inte forstar varfor de
skall vara sanna. Det viktiga i ett teorem &r inte dess precisa formulering (savida du
inte anvander det i en deduktivt lankad kedja) utan pa vilken idé den &r baserad...

Matematisk kunskap som férmagan att géra matematik har, som jag forstar det, inom mitt
falt sin motsvarighet i formagan att géra historia (i betydelsen analysera, tolka och dra
slutsatser av historiska fakta). Den brittiske historiedidaktikern Denis Shemilt har skrivit om
historisk kunskap som ’'a form of knowledge’, snarare dn’'a body of knowledge’ (Shemilt 1983).
Hans tyske kollega Andreas Korber har skrivit att historisk kunskap inte handlar om det
forflutna utan om hur vi tanker kring det forflutna (Kérber 2011 s 151). Sddana tankegangar
ar forstas inte unika for historia som kunskapsfalt utan rimligen lika giltiga for matematiken.

1 1994 ars laroplaner for grundskolan och gymnasiet formulerades en definition dar 'kunskap’
beskrevs som nagot som kommer till uttryck i olika former — fakta, fardighet, forstaelse och
fortrogenhet — som forutsatter och samspelar med varandra. Skolans uppgift blir darfor att
skapa ett larande dar dessa former balanseras och blir till en helhet (Lpo 94 s 6).

Hur ofta skolan lyckas i denna foresats kan diskuteras — i historieundervisningen och
gissningsvis ocksa i matematikundervisningen. Fakta — fran multiplikationstabellen till
binomialsatsen — larde jag mig. Fardighet, i betydelsen férmagan att |6sa forelagda uppgifter,
tillagnade jag mig ocksa i nagon man. Fortrogenhet har jag utvecklat inom begransade
omraden. Forstaelsen har uteblivit — jag 'upptackte’ aldrig matematiken.

Ar det méjligt att, med liroplanens ord, skapa ett lirande dir matematisk kunskap blir en
balanserad helhet dar ocksa forstaelsen har sin givna plats — i grundskola och gymnasium och
kanske lika nédvandigt i grund- och forskarutbildning pa hégskoleniva? En sadan forstaelse,
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som kan synliggora idén bakom ett teorem, torde ju vara en forutsattning for ett reflekterat
metodval?

Just for att jag sjalv aldrig upptdckte matematiken vet jag inte om en sadan
matematikundervisning dar majlig eller hur den skulle utformas — men jag skulle garna ta del
av dina tankar kring fragan!

Vanligen KG

Referenser:

Korber, Andreas: ‘German History Didactics: From Historical Consciousness to Historical
Competencies — and beyond?’ i Bjerg, Helle, Lenz, Claudia & Thorstensen, Erik (red),
Historicizing the uses of the past: Scandinavian perspectives on history culture, historical
consciousness and didactics of history related to World War Il. Bielefeld: Transcript 2011, 145-
164.

Lpo 94: Léroplan fér det obligatoriska skolvéiisendet, férskoleklassen och fritidshemmet.
Stockholm: Skolverket 1994.

Shemilt, Denis: ‘'The Devils Locomotive’, History and Theory, Vol. 22 (1983), No. 4, Beiheft 22:
The Philosophy of History Teaching, 1-18.

B. UIf Perssons (UP) svarskommentarer till KG Hammarlund (KGH)

Om jag forstar fragan ratt handlar det om hur man kan andra laroplanen sa att fler (alla?)
elever upptacker bade nyttan och gladjen med matematiken. Jag ar ganska pessimistisk och
tror att detta 6verskattar skolans roll.

For det forsta skolan ar trakig, 1at oss gora den roligare! Men skolans uppgift ar att vara trakig,
det som ar roligt kan man lara sig sjalv. Det ar skolans uppgift att besta med disciplin, d.v.s.
att systematiskt och regelbundet dgna sig at studier. Ser man det dag for dag goér man
knappast nagra framsteg, daremot 6ver det langa loppet.

Matematik var det trakigaste @mnet i skolan. Vad fick man géra? Rdkna och rakna och l6sa
oinspirerande uppgifter. Det hela var mycket enkelt, for enkelt. Jag minns inte att
matematiken i skolan pa nagot satt tillforde mig nagot, att jag 6verhuvudtaget larde mig
nagot, bortsett kanske fran att jag fick hora talas om pi och att lararen i sexan ndmnde
Pythagoras sats som ett kuriosum.

Mitt favoritamne var historia, som var larare berattade pa ett foredomligt och medryckande
satt och jag sog in allt girigt. Detta ar det vardefullaste minnet jag har av skolundervisningen i
folkskolan. Den svenska historien, speciellt under Stormaktstiden, ar mycket dramatisk och
jag laste Faltskarns berattelser (tyvarr en forkortad upplaga i Saga biblioteket) med stor
hanforelse. Undervisningen var aven sofistikerad, det var inte bara fraga om nagon
nationalromantisk propaganda dven om jag kanske var mest medveten om detta, men lararen
lyckades dven smyga in mycket annat som gav en mer nyanserad bild, sa nar jag i mogen alder
har tagit del av den svenska historien har jag inte funnit nagot som fatt mig att i grunden
revidera den uppfattning jag bibringades. Historia skall berattas i kronologisk ordning for barn,
nar man val har fatt en sddan grund kan man uppskatta detaljer och satta dem i sammanhang.
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Det ar inte sdkert att jag pa egen hand skulle ha lyckats med detta, och det ar har skolans
kontinuerliga och uthalliga roll kommer till sin ratt. Min fru daremot utsattes for en nymodig
pedagogik dar eleverna skulle goéra grupparbeten av olika delar av historien och sa beratta for
varandra. Det kan ta sig bra ut pa pappret, men i praktiken kan det mycket val bli en katastrof.
Min fru har mycket suddiga uppfattningar om historien. Sedan ar min upplevelse av
historieundervisningen mycket subjektiv, de flesta klasskamraterna upplevde val det hela som
ett annat skoldamne man tvingades plugga.

Nar det galler matematiken bor jag kanske tillagga en annan meta-aspekt. Bada mina foraldrar
var matematiklarare, vilket givetvis vacker misstanken att de undervisade mig, nagot som
kanske alla klasskamrater tog for givet, nagot som var absurt och harmade mig djupt. Dock
min mamma upptackte tidigt min fallenhet for att rakna och uppmuntrade den, men framfoér
allt fick jag mig inskarpt att matematiken var viktig genom att ha mycket hog intellektuell
status, ja rentav den hogsta (tillsammans med fysiken). Att jag var mycket duktig i matematik
gav mig sjalvfértroende, ja rentav ett existensberattigande, och skolan bekraftade detta, vilket
var kanske dess viktigaste roll. Annu djupare var nog insikten att matematik inte var ett vanligt
skolamne, matematik behévde man inte plugga, och att plugga hjalpte inte i matematik. Och
fanns det nagot mer foraktligt att plugga, det fick man lara sig bade fran klasskamrater och
foraldrar. | de flesta andra @mnen maste man gissa sig till vad fragestallaren vill ha som svar
(ta t.ex. sa kallade intelligenstester) men i matematik behévde man inte gissa, vad som var
ratt och fel beror inte pa auktoriteters godtycke. Detta innebar en ndrmast moralisk aspekt pa
matematiken som jag tror spelar en mycket viktig roll for de flesta matematiker. Man brukar
jamféra matematiken med musiken, och hdvda att matematiker ar musikaliskt begavade (men
aldrig att musiker ar matematiskt begavade). Detta ar givetvis helt absurt, matematik och
musik har inte med varandra att gora pa det planet. Visst finns det formella kopplingar mellan
musik och matematik (notskriften ar ett exempel; eftersom jag inte kunde sjunga ansags jag
for helt omusikalisk, fick streck i sang, och beklagades for hur mycket jag gick miste om i livet;
men ddremot fascinerades jag av notskriften med de parallella linjerna och helnoter,
halvnoter, fjardedelsnoter etc, till ldrarinnans forvaning) men denna koppling ar helt trivial ur
matematisk synpunkt och narmast irrelevant ur musikalisk. Vad som dock férenar dem ar en
slags 6msesidig sympati (som huvudsakligen matematiker ar medvetna om). Det handlar just
om denna naturliga fallenhet som éar ett oaterkalleligt krav.

Pedagogik ar ingen vetenskap. FoOrsoken att genom social ingenjorskonst forbattra
undervisningen och fa alla entusiastiska och forstdende, har visat sig ganska fafanga.
Pedagogik ar en tradition som har evolverats fram under arhundranden. Den traditionella
matematikundervisningen har gatt ut pa att ge elever fardigheter inte i forsta hand forstaelse.
Forstaelsen kan inte patvingas den maste komma inifran. Men utan fardighet, hur kan en
forstaelse uppkomma? Visst fardigheten bygger pa en viss forstaelse, liksom forstaelsen
maste vaxa fram ur fardigheten. Den elementdra matematiken kan sammanfattas pa ett par
paragrafer, men det racker inte for att anammas. Reguladetri, som du namner, ar en gammal
kvarleva fran Medeltidens undervisning, ur matematisk synpunkt ar det en ren trivialitet,
satillvida att det endast ror sig om att multiplicera med brak, och jag rynkade alltid ndsan at
det, matematiksnobb som jag var. Men a andra sidan fyller den en pedagogisk uppgift ty att
multiplicera med brak uppfattar de flesta elever som nagot obegripligt och abstrakt, men det
tankande som ligger bakom reguladetrin ar konkretare och férhoppningsvis mera tillgangligt.
Den klassiska matematikundervisningen ar kanske inte sa dum egentligen trots, eller kanske
snarare for, att den ar trakig. Kreativitet kan inte laras ut, endast forutsattningarna for en
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sadan, den ar inte skolans ansvar utan individens. Forr i tiden hade praktiska raknefardigheter
ett varde, numera anses de foraldrade i och med digitala hjdlpmedel, men den som saknar
elementara raknefardigheter hamnar i ett slags vakuum och tappar en vasentlig férankring
med verkligheten. Detta ar ett modernt (post-modernt?) fenomen, nar folk blir mer och mer
beroende av apparater som de inte har nagon aning om hur de fungerar. Tekniskt sinnade
personer kunde forr i tiden laga sina bilar sjalva, nu ar allt sa datoriserat att motorn, som
tidigare var genomskinlig for den som visste var man skulle rikta blicken, har nu blivit till en
svart lada. Forr var folk i allmdanhet producenter och tillverkade sina egna prylar i stor
utstrackning, nu ar de bara konsumenter, vilket utarmar tillvaron.

Nej det finns ingen kungsvag till geometrin, som redan de gamla grekerna insag. Har man inte
det ratta sinnelaget kan man aldrig upptacka matematiken, speciellt om man kraver att man
alltid skall ha praktiskt nytta av vad man lar sig och har inget sinne foér varken intellektuell
skonhet eller nyfikenhet. De flesta manniskor har lika lite behov av derivator som
medeltidshistoria och ser skolan som ett hinderlopp och en meningsl6s ritual att utsta innan
man kan inlemmas i yrkeslivet.

Claes Uggla

A. Kommentarer och fragor till UIf Persson

Vare sig matematiska processer (metoder), d.v.s. vad matematiker gor nar de skapar
matematik, eller matematiken som produkt — dess struktur och natur, avspeglas av den
matematik och matematikundervisning som sker i skolan. Bidraget handlar darfor om
matematikens natur och metoder sett ifran en matematikers perspektiv och matematiska
upplevelser,  konkretiserat och illustrerat med exempel dar geometri utgor ett
sammanhangande tema.

Nagra av forfattarens huvudpoanger ges i inledningen och hans exempel algebraisk geometri,
vilket féranleder féljande: Matematiska bevis skrivs inte for maskiner utan informellt for
manniskor med 6verlappande utbildning, kunskap och varderingar, inom ett visst matematiskt
omrade, dar vissa ting tas for givna, vilket ar nédvandigt for effektiv kommunikation.
Matematik utgors av langa deduktiva kombinatoriska kedjor utgdende fran axiomatiska
system, inspirerade av och med rétter i verkligheten. Dessa system bestar av grundlaggande
(s.k. primitiva) valdefinierade begrepp, definitioner och konventioner, samt fasta deduktiva
relationella regler/resonemangsprinciper i form av interagerande axiom och postulat, med
kodifierad symbolisk teckennotation som verktyg. For att detta skall ske effektivt sa behover
centrala idéer, mer eller mindre implicita i ett axiomatiskt system, inkorporeras i
grundlaggande definitioner och hjalpdefinitioner som fangar fruktbara strategier, understott
av en koncis notation som underlattar (kombinatorisk) symbolisk manipulerbarhet. En lyckad
sadan konceptuellt teknologisk formalism kan anvandas av vem som helst for att I6sa problem
som annars hade varit olosbara for de flesta och den lever dessutom sitt eget liv dar den bidrar
till en evolutionar organisk tillvaxt som ofta leder till ovdantade nya matematiska landvinningar.

Som forfattaren papekar, matematikens axiomatiska grund har flera fordelar. Dels innebar
den en transparens gadllande matematiska resonemangs utgangspunkter, men den utgor dven
den mest stabila och tydliga avgransning som nagon vetenskap har, vilket utgér basen for
matematikens progressiva djup, dar resultat och kunskap utgér en fast grund foér nya resultat
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och kunskap. En annan viktig aspekt som forfattaren poangterar ar betydelsen av
axiomatiseringens konsekvenser for felsokning (korrektioner av fel i bevis), eller snarare som
en ingrediens i feedbackloopar involverande bredare kontexter dar bristfalliga begransningar
korrigeras, illustrerat av forfattarens diskussion om Euklides femte postulat och utvecklingen
till icke-euklidisk Riemanngeometri. Denna del av matematiken vidareutvecklades senare till
differentialgeometri dar t.ex. pseudoriemannsk geometri anviands inom Einsteins
relativitetsteorier, dar rum och tid ar olika aspekter av det vidare begreppet rumtid, vilket
exemplifierar den ndra relationen och feedbacken mellan matematiska axiomatiska system
och var beskrivning av den fysiska verkligheten (angaende forfattarens demokratidiskussion:
forvisso ar transparens nodvandigt for demokrati, men demokratins férdel jamfort med
auktoritara system ar dess mojlighet att lata transparensens konsekvenser fa uttryck genom
att med omrdéstningar korrigera fel och brister).

e Ar det ndgot forfattaren vill tilligga, modifiera eller betona?

Matematiska axiomatiska system ar som sagt kopplade till verkligheten och var uppfattning
och kunskap om denna, men de ar dven en foljd av kultur, inte minst kulturarvet fran den
extremt paradigmatiskt monsterbildande axiomatiskt baserade Euklides Elementa, vilket har
ovannamnda fordelar, men dven nackdelar. En nackdel med detta kulturarv, som bidragit till
att matematiken argumenterbart ar den mest konservativa av alla vetenskaper, ar att den givit
upphov till en tendens bland matematiker att medvetet eller omedvetet délja matematiska
kreativa processer, extremt illustrerat av matematikerkollektivet Bourbaki. Som forfattaren
dessutom sjalv skriver, man maste ldsa mellan raderna for att hitta de idéer som utgor
matematikens karna, vilket knappast ar ett optimum for matematikens utveckling. Nya medier
har dock resulterat i nya mojligheter att visa matematikens krangliga kreativa sida, illustrerat
av t.ex. Fieldsmedaljéren Timothy Gowers, se t.ex

. https://youtube.com/c/TimothyGowers0.
¢ Vad tror forfattaren bor goras i skolan for att framja matematisk kreativitet?
¢ Vad behovs for att underlatta blivande matematikers kreativitet?

Forfattaren tar aven upp forandringar gallande matematik som verksamhet. Han papekar att
det stalls allt hogre krav pa unga matematiker att snabbt bemadstra ett stort antal sofistikerade
tekniker och att matematisk forskning tenderar att bli mer modular, d.v.s., att man tar allt fler
tidigare resultat for givna, utan att till fullo forsta dem, dar de anvands som byggstenar for att
na nya resultat, vilket ar en féljd av matematikens progressiva djup och nagot som &dven
praglar andra progressiva discipliner, som fysik. Discipliners progressiva karaktar leder
dessutom till en 6kad specialisering, dar det dock samtidigt finns en tendens till att motverka
detta genom synteser. Inom den teoretiska fysiken (mitt forskningsomrade) finns det t.ex.
drommar om att skapa en férenad faltteori, en “teori om allting”, vilket motiveras av fysikens
tidigare framsteg. Pa motsvarande satt finns synteser inom matematik, illustrerat av
forfattarens exempel algebraisk geometri, eller, t.ex., Langlandsprogrammet som i sin yttersta
form kan ses som ett forsok att skapa en “teori om all matematik.” Stora genombrott inom
matematiken torde vare knutna till synteser som ger djupare forstaelse genom att relatera
skilda matematiska omraden till varandra, nya idéer, metoder och perspektiv, samt speciella
fall med strukturer som visar sig ha kopplingar till bredare sammanhang,.

e Kan forfattaren ge exempel pa specialfall som genererat mer allmdnna resultat inom
matematiken?
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*Om forfattaren skulle ranka de 5 fraimsta genombrotten i matematikens historia, vilka skulle
de vara (och varfér)?

e Vilka ar de fraimsta matematiska genombrotten de senaste 50 aren?

| bidraget kontrasteras matematisk forskning, karakteriserad av att artiklar skrivs av en eller
ett fatal personer, mot s.k. big science dar forskning utfors i stora forskargrupper. Det finns
dock tendenser till att detta delvis haller pa att férandras p.g.a. nya mediala mojligheter. Ett
exempel ar Thimothy Govers utnyttjande av sociala medier for att skapa gigantiska
matematiska samarbeten, d.v.s. matematik just som big science. Det finns dven andra tecken
pa att matematiken som kulturell disciplin & pa vag mot omvalvande forandringar. De
matematiska postdocs som jag arbetar med havdar att nuvarande tjansteutlysningar
domineras av krav pa inriktning mot maskininlarning/artificiell intelligens (ai). Jag noterar
dessutom att de flera decennier gamla matematiska datorbevis som bidraget hanvisar till inte
alls fangar vad som ar pa gang. Just nu pagar en aktiv debatt om och i sa fall nar
maskininlarning/ai kommer att overtraffa manniskan nar det géller matematisk bevisning,
vilket sker gradvis dar datorer till en boérjan endast ar ett kompletterande hjalpmedel, som
dock forvantas ta over allt mer. Den har utvecklingen har dessutom givit ett uppsving for
formalism (som forfattaren ndrmast tycks avfarda?), exemplifierat av allt stérre databaser
med formaliserade definitioner och teorem som startpunkter for framtida ai algoritmer. |
vilken grad och hur fort datorimplementerade algoritmer tar dver matematik som deduktiv
disciplin ar dock en 6ppen fraga.

e Vad tror forfattaren om matematikens framtid?

Som teoretisk fysiker sa ar det kanske inte sa markligt att jag haller med forfattaren om att
"matematiken pa ett fundamentalt satt ar kopplad till verkligheten.” Eftersom som jag ser
detta som centralt, gor jag en lite langre utvikning. Fysik ger evidens foér underliggande,
oberoende av manniskan, stabila (oféranderliga?) monster och samband i rum och tid
(rytmer), som vi kallar for naturlagar. Matematik utgors av symboliska monster och relationer
mellan abstrakta ofdranderliga underliggande objekt (element), dar dessutom abstrakta
monster genererar nya abstrakta monster. Dessa ar dock inte godtyckliga formella
konstruktioner, utan de avspeglar manniskans behov av att hantera verkligheten och de
lagbundenheter som praglar den, naturlagar och hur dessa har kommit till uttryck pa jorden
under manniskans evolutiondra historia, dar evolutionar utveckling utgjort och utgor en
stabiliseringsmekanism (av saval organismer som deras gener) i en delvis kontingent
foranderlig miljo.

Inte bara manniskan utan dven manga andra djurarter har formagor att representera och
urskilja lagre antal av diskreta kvantiteter (som forfattaren papekar) och t.o.m. genomfora
enkla aritmetiska berdkningar, men de har dven férmagor att géra approximationer och
jamforelser av storre antal, de har ett s.k. talsinne. Detta mojliggbrs av numeriska
forsymboliska och forverbala kognitionssystem i form av avbildningar mellan fysiska
kvantiteter och interna kognitiva representationer (t.ex. hos ryggradslosa djur, i sma hjarnor
utan cortex; vissa representationer finns t.o.m. hos encelliga organismer). Urskiljande,
identifikation och representation av diskreta kvantiteter forutsatter en abstraktionsférmaga,
d.v.s. en formaga att filtrera ut, forenkla och idealisera ett fatal egenskaper ifran
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makroskopiska objekt som alla ar unika och mer eller mindre féranderliga (det sker alltid ett
atomart utbyte med omgivningen fér makroskopiska objekt, som alla bestar av sisadar minst
102 atomer). Djurriket tycks dven praglas av kognitiva formagor som storleksuppskattningar
av kontinuerliga (abstraherade) egenskaper som omkrets, area, tid, densitet, etc. (vissa
neuroner tycks t.ex. vara kansliga for olika objekts storlek), dar kognitiva kopplingar mellan
numerocitet och kontinuerliga storleksuppskattningar ar ett aktivt forskningsomrade.
Formagan att urskilja, abstrahera och gora storleksuppskattningar, saval diskreta som
kontinuerliga, ar djupt evolutiondrt rotade da de har ett stort 6verlevnads- och
fortplantningsvarde (de ar t.ex. anvandbara for navigation i en omgivning, urskilja och undvika
predatorer, finna mat, sociala och sexuella partners, etc.).

Dessa foranpassningar (preadaptioner) utgor basala startpaket som kombineras med
manniskans andra egenskaper, t.ex. en lang barndom och larandetid som i sin tur ar relaterad
till manniskohjarnans plasticitet. Det ar darfor inte sa markligt att manniskans matematiska
formaga nyligen inom experimentell neurovetenskap har relaterats till att hjarnan har
omraden som hanterar numerocitet, rum- och tidsuppfattning som skiljer sig ifran omraden
for sprak. Vad mer ar, man har visat att dessa omraden for matematik i hjarnan plastiskt
forstoras hos matematiker och matematikanvandare, men p.g.a. hjarnans andliga resurser pa
bekostnad av omraden for ansiktsigenkanning.

Aven om det finns starka kopplingar mellan fysisk verklighet och matematiska axiomatiska
system sa forklarar detta inte allt, eftersom de flesta kulturer inte har haft matematik (som
deduktiv symbolisk disciplin), dar matematik dessutom ar relativt nytt i manniskans historia.
Exempelvis bor det tillaggas att endast en liten del av matematiken faktiskt ar direkt kopplad
till verkligheten, dven om det finns otaliga exempel pa att “ren” matematik ovadntat har visat
sig ha ”praktisk” anvandning. Fysik tycks t.ex. endast ha behov av vissa delar av Zermelo-
Fraenkels axiom for mangdlaran tillsammans med urvalsaxiomet, medan t.ex. teorin for
transfinita tal och bestamning av storleken av odandliga mangder tycks vara irrelevant. Fysiker
staller sig dessutom tveksamma till om oandligheter 6verhuvudtaget ar fysiskt realiserade.
Var intuitiva uppfattning om naturliga tal Ett, Tva, Tre, ... oandligheten samt tiden och
rummets odndliga delbarhet ar en foljd av vara kognitiva abstraktions-, extrapolations- och
interpolationsférmagor vilka tolkar en dndlig informationsmangd till ndgot som involverar en
abstrakt odndlighet (t.ex. bestar en film av ett andligt antal bildrutor dar om dessa presenteras
med mer dn 25 per sekund sa uppfattar vi detta som ett kontinuerligt forlopp). Dessutom ar
alla matningar, d.v.s. kvantitativa jamforelser, med nodvandighet andliga. Exempelvis mater
vi hastighet med (enligt kvantmekaniken t.o.m. i princip) approximativa rums- och tidsintervall
da det ar omajligt att mata momentan hastighet, d.v.s. tidderivatan av position, men den ar
en synnerligen anvandbar idealiserad abstraktion.

Det kontinuerliga euklidiska rummet ar langt ifran sjalvklart. Att det togs for givet av Euklides
var en foljd av hur var intuition om verkligheten har formats av var evolutionara historia, samt
en serie kulturella handelser. Modern matematik har sina rétter i bl.a. handelstransaktioner
och beskattning. | Mesopotamien hade man som man tyckte vara sjalvklart olika langdmatt
for matningar utefter och vinkelratt gentemot floden, eftersom orientering av en areal gav
olika skordar och darmed olika beskattningsunderlag. Det var forst senare, nar man inte var
bunden till denna lokala region, man inforde ett langdmatt som kombinerades med begreppet
orientering, vilket innebar en 6kad flexibilitet och informationseffektivitet. Som forfattaren
sager, i Euklides Elementa tar man for givet att man kan lagga kongruenta trianglar 6ver
varandra, en ekvivalens som inte alls var sjalvklar tidigare (som kraver operationerna
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translation, rotation och reflektion, d.v.s. ytterligare ej sjalvklara hjalpbegrepp). Fran ett mer
modernt perspektiv sa visade Einstein med sina relativitetsteorier att rummets och tidens
egenskaper man tidigare tagit for givna bara ar lokala omstandighetsberoende
approximationer. Manga teoretiska fysiker tror dessutom att extrapolationer av
kvantmekanik och dimensionsanalys, dock Iangt bortom empirisk observerbarhet, tyder pa att
rum och tid pa den s.k. Planckskalan ar "kvantiserade” och inte alls beskrivbara med euklidisk
geometri.

| forfattarens 4-dimensionella exempel sa beskriver han sig som matematisk platonist.
Forfattaren tycks pasta att detta synsatt ar ett av endast tva mojliga perspektiv dar det andra
sags vara postmodernismen som en modern version av sofismen. Jag uppfattar det senare
som att forfattaren tolkar postmodernismen i sin extrema form dar den praglas av en
overdriven och ofta malplacerad skepticism, kunskaps- och asiktsrelativism, etc. Detta ar dock
enligt min mening inte alls en nédvandig konsekvens av att inte anamma matematisk
platonism, som grundar sig i en tro pa att matematiska begrepp existerar i en platonsk,
oberoende av manniskan, idévarld (hur da om de inte existerar i den fysiska varlden?) i vilken
matematiker upptacker matematiska samband. Forvisso sa upplever var och en som bedriver
matematik platonska matematiska kanslor, nagot som t.o.m. kanske ar en psykologiskt
nodvandigt for att bedriva framgangsrik matematik. Dock avspeglar kanslor inte alltid
verkligheten speciellt val. Dessutom, matematiker som t.ex. Penrose och Gédel uttrycker vitt
skilda versioner av matematisk platonism, vilket visar pa en djupare problematik. Vad mer ar,
bara for att modern matematik ar en kulturprodukt innebdr detta inte att man med
nodvandighet hamnar i postmoderna éverdrifter. Nar allt kommer omkring, som jag ovan
forsokt indikera, matematiken som mansklig kulturprodukt &ar inte en godtycklig
kulturprodukt; tvdartom ar matematiken en av manniskans framsta kulturprodukter med
synnerligen djupa kopplingar till den fysiska verkligheten, men dar vissa delar har att géra med
hur vi effektivt behdver hantera var begransade kognitiva formaga (exempelvis torde den
matematiska notationens utveckling delvis vara en foljd av ”"brainfitting”). Matematiska
abstraktioner som t.ex. involverar perfekta cirklar eller extrapolationer som Ett, Tva, Tre,...
oandligheten, kan ses som reduktionistiska idealiseringar som utgor en effektiv strategi for
att nd holistiska slutsatser om saval den fysiska som den manskliga psykologiska (tank t.ex.
neurala natverk) och sociala varlden (tank t.ex. statistik). Jag noterar att det finns djupa
kopplingar mellan matematisk reduktionism och metodologisk (Galileisk) reduktionism inom
de fysikaliska naturvetenskaperna.

e Med tanke pa ovan kanske forfattaren vill kommentera och fordjupa sitt eget bidrag nar det
galler matematisk platonism och vad han menar med postmodernism?

Forfattaren verkar dessutom vara indignerad(?) éver humanismens uppdelning i att forklara
och forsta dar han tycks havda att matematiken star for en synnerligen djup forstaelse, vilket
jag i sa fall haller med om. Forsta ar enligt min mening att relatera olika ting till varandra pa
ett konsistent satt, vilket definitivt matematiken gor. Men uppdelningen férklara — forsta, som
ursprungligen kommer fran Wilhelm Dilthey i samband med hermeneutik och som darefter
har lett till otaliga diskussioner inom manniskovetenskaperna, har enligt min mening sina
rotter i att det faktiskt finns stora skillnader mellan dessa och naturvetenskaperna och
matematiken. Manniskor har en simuleringskapacitet, fantasi, att tinka maojliga och omajliga
varldar, att ha kanslor, varderingar och intentioner, samt en empatisk formaga att forsta att
dven andra méanniskor har dessa formagor. Dessa teleologiska och empatiska dimensioner ger
upphov till interaktioner mellan individer och grupper av individer som inte finns inom
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naturvetenskaperna och matematiken, vilket bidrar till nya avgransningsegenskaper och
tolkningssvarigheter i anslutning till manniskors subjektiva varldar. Forfattarens exempel om
schack illustrerar en del av detta: ett schackparti mellan tva personer ar inte bara en fraga om
att rakna ut kombinatoriska mojligheter: det finns en motstandare vars intentioner och
subjektiva varld man behover forsta och paverka. Vad man borde prata om inom
manniskovetenskaperna ar empatisk teleologisk forstaelse och tolkning; distinktionen
forklara (i termer av orsak-verkan-beskrivning) och (tolknings-)forstaelse fangar, enligt min
mening, inte alls de essentiella skillnaderna mellan manniskovetenskaperna,
naturvetenskaperna och matematik.

Daremot ar fruktbarheten i att vandra mellan delar och helhet i nagot som liknar en
hermeneutisk cirkel/spiral ingalunda forbehallet humanvetenskaperna. Som det star i
bidraget: “Sensmoralen ar att i matematiken har vi inte bara allménna principer men ocksa en
rikedom av specifika individuella objekt vars existens ofta synes mirakuldsa och ar av stort
inneboende intresse”. Det senare ar inte sa markligt da de har fler strukturer som kan
utnyttjas. Men det ar inte ovanligt att man dven genom speciella exempel véljer att omvardera
och generalisera vissa matematiska strukturer och darmed paverka hur man ser pa matematik
i storre sammanhang, vilket visar pa betydelsen av interaktion mellan delar och bredare
kontexter.

Slutligen, jag kan inte motsta att kommentera forfattarens pastdenden om att om jorden hade
befunnit sig i den interstelldra rymden sa skulle astronomin ha upptagit en position mellan
matematiken och de fysikaliska vetenskaperna. | och med satelliten Gaija sa 6kade nyligen var
formaga att mata avstand med parallax med en storleksordning till ca 30000 ljusar, d.v.s., vi
ar nu pa god vag att med parallax méata intergalaktiska avstand. Vad mer ér, positivismens och
sociologins fader Auguste Comte hdvdade att det var meningslost att spekulera om stjarnor
langt bort eftersom vi omojligt skulle kunna empiriskt veta nagot om dem. Strax darefter
gjorde spektroskopin sitt genombrott och man fann t.ex. att bade solen och stjarnorna i
huvudsak bestod av vdte och helium; efter ytterligare ett halvt sekel visade Cecilia Payne-
Gaposchkin och Meghnad Saha, oberoende av varandra, att den da nya kvantmekaniken
kunde tillampas inom astronomin vilket pa allvar fysikaliserade den (d.v.s., avstandsmatningar
ar langt ifran allt inom astronomins fysikalisering). Jag kan konstatera att det historiskt sett
har varit ett misstag att underskatta de fysikaliska vetenskaperna!

B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Claes Uggla (CU)

CU Frga 1: Ar det ndgot forfattaren vill tilligga, modifiera eller betona?

UP Svar pa CU fraga 1: Modifikationer och tillagg kommer automatiskt att ingd i nedanstaende
kommentarer. Lat mig bara papeka att langa deduktiva beviskedjor ar inte vad som overtygar,
ty dessa kan bli sa langa att en rent mekanisk verifikation av dem inte inger nagon forstaelse.
Jag brukar papeka att formella bevis kan liknas vid pixelrepresentationer av bilder. Dessa har
sina uppenbara fordelar, men att delge en pixelframstallning, sag av ett par miljoner pixlar,
ger ingen forstaelse for vad pixlarna representerar. Resonemang och resultat blir 6vertygande
i den man det passar in med andra resultat och forklarar dessa. Detta ar givetvis inte dgnat att
overge logiken, utan bara att komplettera den. Man brukar ofta beskriva komplementet i
termer av intuition, ett intuitivt begrepp i sig sjalv som undanflyr en formell definition.
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| beskrivningen av demokrati tar rostningen oproportionerlig stor plats det ar darfor jag
medvetet inte ndmnde den. Utan en demokratisk infrastruktur ar val meningslosa. Begreppet
folkviljan ar ett mycket suddigt begrepp och att folket kan uttrycka sin mening i de flesta fall
endast en sentimental villfarelse; men givetvis utan méjlighet till val kan inte makthavarna
hallas ansvariga och det, enligt Popper, enda sattet att avskaffa en makthavare utan
blodsutgjutelse. Inom matematiken avgors inte korrekthet genom omrostningar.

| de flesta fall ar utslaget av ett val en fraga om tillfalligheter ty en stor del av véljarna kan inte
ge underbyggda skal for sina val, inte ens nar det géller det egna egenintresset. Som exempel
fick bade Al Gore och Hilary Clinton de flesta roster men pa grund av konventionen med
delegater forklarades motstandarna segrare. Det kan ligga néra till hands att anse att de vore
de rattmatiga vinnarna, men detta ar en sentimentalt baserad asikt pa grund av det jamna
laget och tillfalligheterna. Allmanna val har manga nackdelar, det uppmuntrar populism och
korta perspektiv, men fordelarna ar att de ger upphov till maktskifte om d@n genom procedurer
som inte skiljer sig ndmnvart fran myntkast. Dock skall erkdnnas att i vissa situationer de
faktiskt kan gora en skillnad.

CU fraga 2: Vad tror forfattaren bor géras i skolan for att framja matematisk kreativitet? Vad
behovs for att underlatta blivande matematikers kreativitet?

UP Svar pa CU fraga 2: Bagge dessa fragor ar uppenbarligen relaterade och kan besvaras mer
eller mindre samtidigt. Begreppet ’kreativitet’ anvands i alla mojliga och omdijliga
sammanhang och har blivit nagot av en floskel. Genuint kreativa individer talar sillan om
kreativitet. Nar det géller denna fraga ar jag benagen att halla med Popper néar han talar om
statens ansvar for individen. Den skall skydda individen, d.v.s. undanhalla den plaga, men har
ingen mojlighet eller ens rattighet att bekymra sig om dess lycka, det ar individens eget ansvar.
Pa samma satt med kreativitet, den kan inte laras ut, d.v.s. patvingas, utan maste komma
inifran. Skolan kan tillhandahalla baskunskaper, vad individen gér med dessa ar dennes eget
ansvar. Det talas sa mycket om skolan skall vara rolig och fostra elever till bade fritt och kritiskt
tankande. Ja dessa tva skenbart motsagande aspekter ar intimt forbundna med varandra, ja
det ena forutsatter det andra och jag brukar papeka att endast med hinder att évervinnas
stimuleras fantasin. Och nar det géller det roliga vill jag hdvda att skolan skall vara trakig, ty
det som ar roligt lar man sig latt sjalv. Vad skolan kan bidraga med ar dels en disciplin, dels ett
tillhandahallande av kontakter. Ett sadant exempel dr den euklidiska geometrin med strikta
bevis som jag kom i kontakt med i realskolan, ett moment som numera ar borttaget i den
moderna skolan. Visst for det stora flertalet av elever var detta bara ett nytt hinder ldararen
lagger till i det hinderlopp som skolan utgor fér manga elever, men en och annan, inte sallan
ovantad, kan fascineras. Det mesta jag lart mig under livet. och detta galler dven skoltiden,
har jag gjort pa eget bevag inte genom att ldsa laxor, men jag skall inte forneka att skolan gett
manga impulser till detta. Jag ar ganska 6vertygad om att den gamla, tydligen sa forhatliga,
skolan var betydligt battre pa att framja kreativitet ar den moderna trots dess forment
overlagsna pedagogik. Min far som var matematik och fysiklarare satte en ara i att formulera
kravande uppgifter pa skrivningar, vilket jag fruktar att den moderne lararen i gemen ar bade
ointresserad av och oférmogen till. Pedagogikens roll i skolan ar évervarderad det viktiga ar
kunniga och intellektuellt engagerade ldarare som skapar en gynnsam mylla for att vacka just
kreativitet.
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Bourbaki namns oftast som avskrdackande exempel pa matematisk formalism men jag finner
den ganska oskyldig darvidlag. Dess framstéallning ar utmarkt for vissa delar av matematiken,
mindre sa for vissa andra. Man skall komma ihag att monografier och artiklar skrivs for att
dokumentera inte i forsta hand for att instruera (numera tycks det oftast endast vara en fraga
om ett byrakratiskt krav pa aktivitet och darmed forknippad befordran, men detta ar en annan
historia). Visserligen ar den logiska presentationen informell men sallan férklarande; vad det
hela egentligen gar ut pa far lasaren lista ut sjalv. Om lasaren ar en expert pa omradet kan
denne snabbt identifiera de fa springande punkterna i framstallningen och ignorera den mesta
av texten sasom varandes utfyllnad och transportstrackor. En diskussion med en kollega i
lunchkoén kan inte sallan vara mer givande an att ldsa en rigoros artikel eftersom en sadan kan
fokusera pa det kritiska och ignorera det rutinartade. P4 samma séatt kan ett konkret exempel
vara mera upplysande an en omsorgsfullt formulerad definition, ty det tillater en att fylla ut
detaljerna sjalv och ana vad det hela egentligen gar ut pa. Det ar ofta battre att sjalv finna ett
bevis, 1at vara med en och annan ’hint’ an att presenteras for ett fullstandigt bevis. For att
kunna forsta ett svar maste man forsta fragan, och nackdelen med traditionella
framstallningar ar att fragan inte forklaras tillrackligt (men om artikeln endast ldses av
experter inom omradet ar det obehovligt). Som redan namnts ingar i en matematikers
utbildning att l6sa problem alltifran enkla for att bekanta sig med terminologi till mer
utmanande. Egentligen kan ingen skarp grans dras mellan ett 6vningsproblem och ett
forskningsproblem; mycket av vad som publiceras i matematiken ar i form av |osta
ovningsexempel vilket kan vara mycket vardefullt for férfattarna, men kanske mindre for
dennes kolleger, for att inte tala om matematikens utveckling. | Bourbaki vimlar det faktiskt
av 6vningsexempel och en student som férsoker |6sa de flesta av dem far en utmarkt duvning.
Jag kan kanske tillagga att jag personligen finner de verk skrivna av Grothendieck, 1900-talets
framste algebraiske geometer, helt oldsbara, vilket bottnar i en temperamentsfraga. Den
geometri som presenteras ar alltfor generell och abstrakt for min smak, kanske jag inte ar en
riktig matematiker?

CU Fraga 3: Kan forfattaren ge exempel pa specialfall som genererat mer allménna resultat
inom matematiken?

UP Svar pa CU fraga 3: Sa gott som alla generella resultat har uppstatt fran specialfall. Detta
gor det bade svart och i princip enkelt att ge exempel. Svart, eftersom det blir svart att valja,
enkelt eftersom i princip varje allmant resultat kan ge ett exempel. Men |at os ta féljande,
daven om det kanske inte ar det mest pedagogiska.

1) Betrakta rationella funktioner pa Riemansfaren (ekvivalent med den projektiva linjen 6ver
de komplexa talen). Dessa kommer av nddvandighet ha lika manga nollstdllen som poler
(réaknade med multiplicitet) d.v.s. graden av namnaren ar lika med graden av tédljaren. Men z
da? Den har ett nollstélle, men ingen pol. Men i homogena koordinater skrivs den z1/zo och zg
= 0 motsvarar en pol i odandligheten. Givet presumtiva nollstallen och poler, kan man finna en
rationell funktion pa Riemannsfaren med dessa. Jo det ar enkelt man kan skriva ner det explicit
pa ett uppenbart satt, speciellt kan man forma vektorrum av sadana rationella funktioner och
berdakna dimensionerna.

2) Detta kan utvidgas till nasta fall, kurvor av genus 1, d.v.s. torusar med komplex struktur.
Har kan man faktiskt finna en direkt analogi med polynomen ersatta av sa kallade
thetafunktioner.
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3) Man kan utvidga till hogre genus (kurvor med fler ’hal’) men da blir det betydligt varre att
ge konkreta exempel, man far ndja sig med att berdkna dimensioner. Vi dr nu framme vid
mitten av 1800-talet och den berémda Riemann Roch sats som utgoér ett centralt tema i den
algebraiska geometrin.

4) Riemann-Roch kan utvidgas till godtyckliga kompakta komplexa mangfalder vilket gjordes
av Hirzebruch pa 1950-talet.

5) Grothendieck utvidgade det till scheman 6ver scheman, dar Hirzebruchs resultat reduceras
till scheman dver punkter.

CU Fraga 4: Om forfattaren skulle ranka de 5 framsta genombrotten i matematikens historia,
vilka skulle de vara (och varfor)?

UP Svar pa CU fraga 4: Ordet ‘'genombrott’ ger associationer till plotsliga snilleblixtar som
forandrar varlden eller utgor den forlésande faktorn som gor att ett problem far en 16sning
efter en lang tid av giackade forsok. Jag skall ta det i nagot vidare mening.

e Grekernas deduktiva framstallning av matematiken, speciellt geometrin.
e Positionssystemets genombrott

e Algebrans intrade

e Infinitesimalkalkylen

e Algebraiska strukturer

Sa 1at oss kommentera i tur och ordning

Betydelsen av detta kan inte dverskattas, de lade grunden for den vasterlandska matematiska
traditionen, vilken &r den enda existerande, allt annat &r distraktioner. Sa kallad
"etnomatematik’ kan ha sitt intresse, men knappast ett matematiskt. Det kan aven vara
intressant att se den historiska utvecklingen av matematiken, men den som skett utanfor den
grekiska vasterlandska traditionen har mycket begransad relevans. Det dr i detta sammanhang
modernt att tala om vasterlandsk kulturellt fortryck (for att inte tala om det hela i
genustermer, vilket ar kvalificerat nonsens) men det kan vi lamna a sidan. Det finns inget som
motsvarar akupunkturen inom medicinen i matematiken. (Ramanujam har ibland framstallts
som en originell matematiker utanfor den vasterlandska traditionen. Han var givetvis originell,
men originaliteten var personlig och inte konsekvensen av en annan tradition. Han larde sig
sjalv matematiken fran en vasterlandsk ‘primer’ av synnerligen dalig kvalité, vilket bland annat
resulterade i att han inte skrev ner formella bevis).

Dock skall man satta det i perspektiv. Logiskt resonemang ar inget nytt inom matematiken,
logiskt tankande tillhéra den normala manskliga kognitionen; som C.S.Peirce papekar,
matematiker behover inte studera logik, den har den gratis. Vad som utmarker den euklidiska
framstallningen ar att systematiskt presentera en logiskt tvingande framstallning fran forsta
principer med syfte att ge transparens. Detta ar en langt ifran enkel uppgift. Aristoteles gav,
som Wedberg podngterar i sin filosofihistoria, en axiomatisering av syllogismer, som saknar
de tekniska skavanker som Euklides framstallning ar behaftad med, och som dessutom
foregick Euklides; men Euklides uppgift var betydligt svarare och ambitiésare, och
skavankerna skall ses som oskyldiga skonhetsflackar.

Den moderna synen pa en axiomatisk framstallning skiljer sig fran den ursprungliga i och med
att den ar betydligt mer formellt inriktad. Axiom ar bara regler i ett spel, och matematikens
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uppgift ar att systematiskt harleda konsekvenser. Detta ger det en mekanisk aspekt som inte
var framtradande historiskt. Euklides skilde dven mellan axiom och postulat, de férra hade att
gora med logiska principer, de senare med uppenbara férhallanden mellan de begrepp man
studerar; numera talar vi bara om axiom i den klassiska meningen av postulat, principerna for
det logiska tankandet tas for givna (nar det galler mangdlaran kan man se urvalsaxiomet som
ett gammaldags axiom eftersom det postulerar giltigheten av ett tankeexperiment). Men nar
det galler 6veruppraknelig mangdlara ar dessa tankeexperiment inte lika sjalvklara langre
(man kan inte uttémma en éveruppraknelig mangd genom att ta bort ett element i taget ens
i odndlig tid) och det har dessutom kontraintuitiva konsekvenser, som Banach’s paradox. Att
reducera matematiken till ett axiomatiskt spel ar att se pa matematiska teorem som
tautologier och diarmed &dven kunna reducera matematiken till logiken, vilket var Russells
missriktade ambition. Detta ar dven vad som ligger bakom ambitionerna att bedriva
matematik vis artificiell intelligens.

Men som sagt vad den deduktiva framstéallningen av matematiken har gett den en unikt matt
pa transparens och en obendgenhet att ta ‘'uppenbara’ pastdende for givna; att ifragasatta
kan 6ppna nya ovantade vagar. Jag paminner om att jag brukar likna den deduktiva
framstédllningen av matematiken med pixelframstéallningen av bilder. De har uppenbara
fordelar, men ger den manskliga kognitionen hogst begriansade mdjligheter att uppleva en
bild. Deduktionen inom matematiken ar inte tillracklig men den ger ett oundgangligt stod.

For en matematiker ar inte detta ett matematiskt genombrott, men inte desto mindre har det
haft ett fundamentalt inflytande pa tillampningen av matematiken och utgér den enda delen
av matematiken som de flesta manniskor kommer i kontakt med, och dven for blivande
matematiker utgor det den forsta kontakten. Det skedde inte dver en natt, babylonierna hade
ett positionssystem liksom Mayafolken, men decimalsystemet slog inte igenom i Europa
forran i sen medeltid. De uppenbara matematiska fordelarna var att godtyckligt stora tal kan
i princip skrivas ner, ty man behoéver inte hela tiden uppfinna nya tecken for stora tal. Olika
sprak inkorporerar det i hogre eller mindre grad, dock i en komplicerad form. Om A, B ar tva
tal och A < B betecknar AB produkten A - B om A > B betecknar den A + B (tdnka pa 'fyra
hundra’ versus "hundra fyra’ i svenskan). | och med positionssystemet uppstar relativt enkla
algoritmer for de elementéra aritmetiska operationerna (hur hanterade man de romerska
siffrorna? svaret ar enligt min mening inte alls, de hade rent ceremoniella och dekorerande
uppgifter, nar det kom till berdkningar anvande man en abacus som ar en implementering av
positionssystemet). Den stora fordelen med positionssystemet ar decimalbrak. Givet tva brak
ar det inte sa latt att med ett 6gonkast avgora vilket som ar stérre och vilket som dr mindre,
an mindre hur nara de ar varandra. Detta har speciell relevans nar man staller upp numeriska
tabeller da man latt kan se hur vardena varierar och finna interpolationer. En viktig innovation
var Napiers logaritmer som gav upphov till logaritmtabeller, ett ovarderligt redskap fram till
60-talet, ocksa fysiskt implementerat i raknestickor, som unga manniskor av idag inte ens
kanner till. Vad Napier gjorde var i retrospekt en numerisk integration av 1/x (varvid han
definierade naturliga logaritmer, det var Briggs som gjorde det hela kommersiellt gangbart
genom att introducera logaritmer baserade pa basen tio vilket bara innebar en multiplikation
med gemensam faktor till Napiers logaritmer). Vad folk inte kanner till ar att trigonometriska
tabeller kan underlatta multiplikation pa grund av bland annat den trigonometriska
identiteten cos(x) cos(y) = ! (cos(x + y)+ cos(x - y)) som reducerar multiplikation till addition
och sldende i tabeller, visst man maste normalisera varje faktor genom att multiplicera med
en lamplig tio potens for att kunna skriva det som ett cosinus, men det ar trivialt. (Detta
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belyser dn en gang matematiska tabellers varde). Visst, decimalbrak ar bara specialfall av
allménna brak genom att restrikera namnare till potenser av tio. Varfér 10? Inte en
matematisk fraga utan en som rér mansklig kognition. Anvander vi basen tva behéver vi bara
memorera tva tecken - 0,1 - och additions- och multiplikationstabeller blir triviala. Nackdelen
ar att talen blir sa langa och ser sa lika och enahanda ut att det blir svart att skilja dem at. Om
10 utgor en optimal avvagning vill jag inte uttala mig om, men att lara sig nagra nya siffror till
vore inte ooverstigligt, dock att ha sextio olika tecken skulle gora memoreringen av
multiplikationstabeller en mardrom, det babyloniska systemet med basen 60 utgjordes i
praktiken av en hybrid.

En matematisk konsekvens av positionssystemet och decimalbrdk ar foljder av
approximeringar som man kan modifiera genom att succesivt lagga till termer som i
potensserier och Fourierserier. Idén & gammal inom astronomin, tank bara pa Ptolemois och
successiva additioner av nya epicykler vilket kunde obegrdnsat approximera planeternas
rorelse. (Existerade epicyklerna fysiskt? Men de var effektiva for berakningar och krankte inga
religiosa kanslor.)

Algebran hade som ursprunglig uppgift att mekanisera matematiken att kunna harleda
resultat utan forstaelse och istédllet genom ren manipulation vilket jag forsokte illustrera med
att satta den kartesianska analytiska geometrin i motsats till den mer syntetiska euklidiska
geometrin. Detta utgjorde ett fundamentalare genombrott dn bade den deduktiva
matematiken for att inte tala om positionssystemet, nar det gallde att producera matematiska
resultat. Hela den framtida matematiken skulle ha varit omajligt utan algebran, ta bara sadana
exempel som aritmetiseringen av rummet via koordinater.

Algebran upplevs av de flesta elever som ett vytterligare plagoredskap, en slags
bokstavsrakning, om bara far mening i och med att bokstaverna ersatts av tal (en uppfattning
av algebran som psykologen William James ger uttryck for); darav synen pa formler som nagot
statiskt i vilket man skall satta in numeriska varden. Ja i sjdlva verket nagot som loser alla
matematiska problem bara man far reda pa vilken formel man skall anvanda. Foér en
matematiker ar formler dynamiska enheter som skriker efter att bli (algebraiskt)
manipulerade.

Har har vi ett genombrott till vilket man faktiskt kan knyta namn, mer specifikt Newton och
Leibniz (vilket gav upphov till en bitter prioritetsstrid, mest fran Newtons och hans brittiska
adepters sida). Att det var revolutionerande insag samtiden, och dven om man kan se det som
slutpunkten pa en lang process med borjan med Arkimedes och en del medeltida skolastiker,
sa var upphovsmannen inte medvetna om sina historiska féregangare. Infinitesimalkalkylen,
som involverade gransvarden, var inte rigorost grundad, vilket kan ha foranlett Newton att
gdmma den i sin Principia och formulera det hela i euklidisk anda. Rigoros blev den forst i
borjan av 1800-talet, och pa senare tid har en del logiker forsokt satta det klassiska intuitiva
tankande pa logisk grund, vilket jag personligen finner av begransat intresse (jag har inget
emot t:’s och & nar det kniper). Newton utvecklade sin infinitesimalkalkyl fysikaliskt, medan
Leibniz sag det betydligt mera ur en formalistisk synpunkt. Leibniz notation var overlagsen
Newtons med sina ‘dots’ och blev den som 6verlevde. Leibniz formella sida kommer i uttryck
till att han skrev ner allmdanna formler som derivatan av en produkt, och lar enligt
matematikern Arnold forst ha trott att denna var produkten av derivatorna, en tanke som
aldrig skulle ha fallit Newton in, denne lar heller aldrig brytt sig om att presentera sadana
formler sasom varande alltfor uppenbara, och darfér kdnner vi den som Leibniz formel.
Infinitesimalkalkylen utvecklades inte i England utan pa kontinenten av matematiker som
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Bernouille familjen och Euler. Den senare var historiens mest produktive matematiker men
bekymrade sig inte om rigorésa argument, men hade ratt anda. Man kan bedriva framgangsrik
matematik utan att |ata sig snarjas av logisk stringens, forutsatt att man ar ett geni som Euler,
nu skulle det inte accepteras, dven om vi i vara dagar har spekulativa matematiker, men de ar
sallsynta.

Infinitesimalkalkylen hade inte kunnat utvecklas utan en utvecklad algebra av vilken den sags
som en odndlig variant (Newton betraktade ju oandliga potensserier som generaliserade
polynom). Hela 1700-talet kan ses som en matematisk explosion mdjliggjord genom denna
kalkyl, speciellt matematiska modeller for fysiken via partiella differentialekvationer vilket
narmast blev en synonym for fysiken.

1800-talet blev en matematisk guldalder vars enda rivaliserande sekel r (dn sa lange) 1900-
talet. Det ar svart att peka pa nagra specifika genombrott, men om tvingad ar jag frestad att
ta i beaktande utvecklingen av algebraiska strukturer som de klassiska ‘grupper, ringar,
kroppar’ i matematikundervisningen pa universiteten. Detta avspeglar saval en oOkad
abstraktion inom matematiken, som stravanden efter allmanna synteser, som inte var nagot
framtradande under tidigare sekel.

CU Fraga 5: Vilka ar de framsta matematiska genombrotten de senaste 50 aren?

UP Svar pa CU fraga 5: Skall man ta detta bokstavligt talar vi om aren efter 1970 och da blir
det lite missvisande ty de genombrott som intraffat under dessa ar bygger pa genombrott som
agt rum tidigare. Exempelvis Grothendieck hoppade av matematiken 1970 men hans
inflytande har sedan dess varit enormt och manga av genombrotten sedan dess har byggt pa
hans egna framst under tidigt 60-tal. Om man skall begransa sig till att ge en lista baserad pa
sensationalism kan man med foérdel ta del av en lista av Fieldsmedaljérer under det senaste
halvseklet, &ven om langt ifran alla genombrott har gjorts av Fieldsmedaljorer, en medalj som
instiftades inte sa mycket for att beléna matematiker, som fallet med Nobelprisen, men for
att uppmuntra unga matematiker. Men lat oss ga for en sadan. Den kommer att skilja sig fran
den forra listan genom att genombrotten ar betydligt mera specifika och dndrar i grunden
ingenting av matematiken, dock sa utgor de imponerande kraftprov och kan direkt kopplas till
teorem i motsats till de féregaende. Listan kommer av nédvandighet bli nagot subjektiv dock
utan att vara speciellt kontroversiell.

Delignes bevis av Weilhypotesen som kortfattat kan beskrivas som Riemannhypotesen for
andliga kroppar. Hypotesen formulerades av André Weil (en av 1900-talets framsta
matematiker) pa 40-talet. Alexander Grothendieck (kanske 1900-talets fraimste matematiker),
som i grunden andrade den algebraiska geometrin och formulerade den allmanna strategin
for det bevis som hans student Deligne lyckades genomfdra. Detta skedde 1973.

Banbrytande arbeten inom differentialgeometrin pa 80-talet av Micheal Freedman och Simon
Donaldson angdende 4-dimensionella kompakta mangfalder. Freedmans bidrag kan
formuleras som den 4-dimensionella versionen av Pointcaréhypotesen (se nedan)

Ditto om 3-dimensionella kompakta mangfalder av nestorn inom omradet William Thurston
och det uppmarksammade beviset av Perelman av den sekelgamla Pointcaré hypotesen att
enkla sammanhangande 3-mangfalder ar homeomorfa med den 3-dimensionlla sfaren.

Wyles bevis for Fermats sats. Denna sats ar i sig sjdlv ganska ointressant, men den har
stimulerat mycket fruktbar talteoretisk teori sedan 1800-talet. Wyles bevisade en mycket
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kraftfull sats om elliptiska kurvor (vilket var hans specialitet) definierade 6ver de rationella
talen (kan ges som en ekvation y* = x> + Ax + B med rationella koefficienter A, B) kan
parameteriseras modulart. Som synes ar formuleringen mycket teknisk (liksom i de andra
fallen) och skulle krdva ett par sidor med forklarande text, sa jag avbojer.

Jag skulle kunna lagga till ett dussin liknande bedrifter (t.ex. inom Langlandsprogrammet eller
Moriteorin for klassificering av lagdimensionella algebraiska variteter, for att inte tala om
klassificeringen av andliga enkla grupper).

CU fraga 6: Vad tror forfattaren om matematikens framtid?

UP Svar pa CU fraga 6: Fyrfargsproblemet, Fermats formodan, och Riemannhypotesen
utgjorde tre klassiska problem. Av dessa ar det forsta mycket enkelt att presentera for
lekmannen utan nagra som helst matematiska kunskaper, det andra krdver endast en
rudimentar fortrogenhet med algebraisk notation, medan det tredje dr det matematiskt mest
intressanta, och som teorem, i motsats till de tva forsta har det en rikedom pa matematiska
tilldmpningar. Ja manga ‘teorem’ inom talteorin ar bevisade ‘modulo’ Riemannhypotesen,
d.v.s. den antas vara sann. Jag skulle kunna pa en sida ge en popular presentation, men lat
mig noja med att framhalla att det ger en ovadntad koppling mellan talteori och teorin for
analytiska funktioner som gar tillbaka till Riemanns definition av Riemann zetafunktionen. Det
ar denna ovantade, for att inte sdga, mystiska sammanhanget mellan helt skilda delar av
matematiken som utgor dess charm och manifestation av dess platonska natur. Medan de tva
forsta problemen har lockat manga rena amatorer att forsoka, ligger den tredje helt utom
rackhall fér att ens kunna presentera rent banala observationer.

Fyrfargsproblemet I6stes 1976 och var ett totalt antiklimax. Som bekant I6stes det med hjalp
av dator, inte s3a att datorn fick den direkta fragan utan som resultat av att forfattarna hade
gjort en ingdende programmering som i princip utgjorde en strategi for beviset och datorns
uppgift blev att fylla i detaljer. Mer specifikt hade beviset reducerats till ett ganska stort antal
specialfall, var och ett alltfér omstandligt for en manniska att ga igenom, men tydligen av
rutinartad karaktar och inga nya idéer kravdes. Detta bevis gav upphov till mdnga djupgaende
kontroverser. Forst, beviset var sa langt och komplicerat att ingen mansklig individ skulle ha
en mojlighet att kontrollera det utan vi var helt hanvisade till att lita pa maskinen (samt dven
korrektheten i programmeringen) vilket kdndes djupt otillfredsstallande, tank om datorn hade
haft en tillfallig hardvarumalfunktion nagonstans i processen? Till detta kan man anmarka att
datorer stundligen gér omfattande berakningar som vi inte har ndagon mojlighet att kontrollera
for hand, utan har valet att atminstone provisoriskt lita pa dem eller helt enkelt avsdga oss
nagon mojlighet alls att ta del av den information som kanske datorn kan ge oss. Man kan
havda att denna pragmatiska instéllning ar helt oacceptabel for bevis som skall halla i
evinnerliga tider, matematikens sanningar ar ju eviga. Om matematikens sanningar kan vi inte
uttala oss, daremot om matematikers sanningar, som liksom i vetenskapen for ovrigt ar
understéllda mojligheten av framtida modifieringar. Att bedriva matematik ar ju en mansklig
verksamhet med allt vad detta innebar. Maskinens hardvara kan vi ldmna darhan, vad som
daremot ar meningsfullt att gora ar att ga igenom datorprogrammets relevans. Vi kan helt
enkelt se detta som ett bevis, skrivet av manniskor och kontrollerbart av manniskor.
Programmet ar inte ett bevis for fyrfargsproblemet, ty det saknar detaljerna, men det ar en
bevisstrategi som kan utvecklas och leda till ett bevis. (Jag kdnner givetvis inte till detaljerna,
men man kan fraga sig om ifall det inte ledde till ett bevis, skulle ge ett motexempel, eller helt
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enkelt fortsatta i all odndlighet). Vad det hela egentligen visade var att manniskans uppgift
inte langre var att presentera bevis utan protobevis (eller vad man nu skall kalla dem). Ett
lattfattligt konkret exempel. Sag att vi vill bevisa satsen nedan foér [ampligt valda M, N

For varje heltal n: 2 <n < N och heltal x, y, zmed 0< |x|, |y|, |z] < M géller att x" +y" =-2"

Vi kan da latt skriva ett program som systematiskt gar igenom alla fyrtuplar (x, y, z, n) och
kollar om likhet géller eller inte. Detta skulle i sa fall utgora ett protobevis som skulle kunna
avgora satsens ar sann eller inte. Antingen skulle det kunna skriva ut en likhet om den finner
en, eller om programmet slutférs utan att nagot skrivs ut, sluta att satsen ar sann. Beviset det
da skulle ha presenterat skulle besta av en lang lista av olikheter som en manniska inte skulle
kunna hantera, men anda kunna lita pa grund av att protobeviset skulle vara sa uppenbart och
att man valde att lita pa datorns mekaniska (elektroniska?) ofelbarhet. | praktiken skulle dven
for modesta varden for M, N det ta oerhord lang tid. (Aritmetiska operationer ar
hardvaruimplementerade i datorer men da for ta av ganska modesta storlekar, men man kan
latt programmera operationer pa tal med miljontals siffor, dessa kommer att ta tid, och
framfor allt att ga igenom de alla skulle ta tidsrymder for vilka universums alder vore helt
forsumbar). Problemet ar kant inom Al som den kombinatoriska explosionen. Problemet inom
datologin ar att komma upp med betydligt effektivare algoritmer for vad som med ett
gemensamt ord kan betecknas med ‘sékningar’, eller i vart sprak - protobevis. Vi kommer nu
till den andra, betydligt allvarligare invandningen mot beviset, namligen den att beviset gjorde
ingen klokare. Vad en matematiker ytterst vill fa av ett bevis ar inte s3 mycket sdkerhet utan
en forstaelse. Datorbeviset introducerade inga nya idéer.

Fragan ar hur datorn skall anvdndas i matematiken i framtiden. En populadr uppfattning har
varit, och kanske fortfarande ar, att datorer gor matematiken obehdvlig, eller atminstone
matematikerna. Datorns intrang beror pa vilka delar av matematiken man betraktar. Inom
logiken ar nyttan ytterst begrdansad, dven om manga dataloger har ett forflutet som just
logiker, men de anses speciellt kompetenta att agna sig at filosofiska fragor rérande
datorprogrammering. Den numeriska analysen dgnar sig at att finna effektiva algoritmer for
numeriska berdkningar som kan implementeras i mjukvara och leda till snabba och precisa
simuleringar, som t.ex. i saval datorgrafik som simuleringar i desamma. Talteoretikerna har
langa anvant datorer i rent experimentellt syfte for att ge evidens for hypoteser och stimulera
till nya; dock det ror sig aldrig om bevis. Inom dynamiska system har datorsimulationen varit
oundganglig genom att kunna iterera avbildningar ett stort antal ganger, och fenomen som
‘strange attractors’” blev mycket populdra pa 80-talet, for att inte tala om
Mandelbrotmadngden. Men aterigen det ror sig inte om regelradtta bevis. Sa hittills har datorn
varit en leksak och ett hjalpmedel, precis som papper och penna var forr i tiden nar det gallde
att gora berdkningar (Gauss gjorde manga i huvudet) och rita illustrerande figurer.
Matematiken har betydligt mer med visuell konst att géra an med musik.

Ett matematiskt bevis kan i princip skrivas pa ett helt formellt sdtt och darmed vara ett féremal
for en matematisk analys. Detta var en idé hos Hilbert for att bevisa matematikens
fullstandighet. Ambitionen har en stor del av sjalvreferens vilket Godel utnyttjade for att visa
det futila i den. Dock i princip skulle man kunna rent mekaniskt kontrollera att ett givet bevis
ar korrekt. Den framlidne unge ryske matematikern Voedvodsky blev trott pa att standigt
finna sma misstag i sina laga komplicerade bevis och borjade utveckla ett andamalsenligt
formellt sprak som skulle kunna utgéra en lamplig bas, ett annat forsok ar Per Martin-Lofs
typteori. | princip skulle ‘proof-checkers’ kunna utvecklas och vissa blygsamma férsok har val
redan gjorts; svarigheten ar att oversatta ett manskligt bevis till ett formellt sprak, da duger
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inte Google-translate eller liknande algoritmer, ty algoritmen maste kunna utréna forfattarens
intentioner och kan inte ta genvdagen genom statistiska dvervaganden, som Google, pa ’big
data’, och alltsa maste det goras for hand, och man ar vasentligen tillbaka till ruta ett.

Det ar en traditionell uppfattning att bevis kan i princip kontrolleras av datorer, men att finna
bevis dr en helt annan sak. Man kommer osokt att tanka pa den formodade dikotomini P =-NP.
Att checka att en given tupel av heltal ar en I6sning till en diofantisk ekvation kan i princip
goras genom en foljd av additioner och multiplikationer (i allmanhet endast i princip eftersom
antalet variabler och grader kan vara oerhort hdga) men det ar en helt annan sak att finna
I6sningar (ibland kan man, ofta genom mycket enkla dvervdgande, bevisa att inga losningar
existerar). Men ponera att man skulle kunna gora dramatiska framsteg pa artificiellt
intelligenta bevis? Om man ser matematik som ett schackspel &r analogin med schackprogram
som oOvertraffar manskliga formagor en uppenbar analogi. De forsta forsoken inom schack
gjordes genom att konstruera sokfunktioner som generade trdd av mojligheter genom
manskligt schacktankande, men bara sa mycket vidare an vad en mansklig hjarna skulle kunna
hantera. Manskliga spelare kunde fortfarande halla maskinerna stangen genom att tdnka
intuitivt strategiskt och darmed befria sig fran ett rent mekaniskt tankande, datorn ar ju som
vi alla vet mycket dum men i gengald ihardig (for vilken dumheten ar en forutsattning). | andra
generationens programmerande sa betraktar man istallet att uppfinna nya strategier genom
ett evolutionart forfarande dar program testas och modifieras och testas igen. Detta har dven
visat sig ha sldaende framgang inom ansiktsigenkdnning. De forsta férsdken var att i detalj
undersdka hur visuella objekt var konstruerade och darmed faststalla vilka kriterier som skulle
galla for igenkdnning; dessa ersattes av evolutiondr programmering dar kriterierna
evolverades fram via hur framgangsrika de var nar de testades pa ofantliga dataméangder.
Ingen vet hur de fungerar eller kan forsta kriterierna (men vi forstar inte sjalva vara egna
omedvetna algoritmer for just ansiktsigenkdnning). Man skulle kunna tanka sig en liknande
utveckling inom matematiken dar datorerna utvecklar evolutionart nya matematiska begrepp
och strategier som en mansklig varelse inte kan forsta. Om detta skulle fungera skulle det helt
ta doden pa den manskliga relationen till matematiken och dven ge ett bevis for matematikens
platonska natur som oberoende av manniskan.

Fantasier om Al dr baserat pa en mycket enkel princip, néamligen den positiva aterkopplingen,
som vi ser den i den exponentiella tillvaxten (geometriska i den klassiska malthusianska
terminologin) tillampar inte bara pa befolkningstillvaxt och valstandsékning (‘'more is more’ i
gangse politisk ideologi) utan aven pa teknologisk tillvaxt; ju mer avancerad teknologi, ju mer
avancerad infrastruktur, och darmed battre forutsattningar for nya vetenskapliga och darmed
teknologiska framsteg. Argumenten dr om nagot bestickande. Det kritiska begreppet ar
singulariteten, ndr manniskan har lyckats konstruera en intelligens éverlagsen sin egen. Vad
betyder det att en intelligens &ar overldgsen en annan? Det ar svart att finna precisa
definitioner pa intelligens, men a andra sidan kanske det anses vara ett fundamentalt begrepp
som inte later sig fangas i specifika termer utan ar djupt férankrad i den méanskliga intuitionen.
Vad menas med overlagsen? B ar dverlagsen A om B kan gora allt A kan, och lite till. Speciellt
innebar det att om A kan skapa en sig overlagsen intelligens B, kan dven B sa gora usw. Pa
detta satt finner vi en oandlig foljd av intelligenser den ena 6verldgsen den andra. Kommer
detta att ga mot oandligheten, eller kommer det att ndarma sig ett gransvarde likt ljusets
hastighet? Sjalva argumentet har mycket gemensamt med skolastiskt tdankande och for
tankarna till Anselms gudsbevis. Och varfér inte dven till Hegels varldsande som hela tiden
forbattrar sig sjalv. Ja ar det inte en gudom vi ser utvecklas, och om nagot ar inte detta en
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oforblommerad manifestation av intelligensens platonska natur? Nu behéver man inte dra allt
detta till sin logiska spets, det ar tillrdackligt deprimerande dnda genom att det pa ett mycket
patagligt satt marginaliserar manniskan, precis som aven en relativt modest teknologisk
utveckling marginaliserar manniskan.

CU fraga 7: Med tanke pa ovan kanske forfattaren vill kommentera och férdjupa sitt eget
bidrag nar det galler matematisk platonism och vad han menar med postmodernism?

UP Svar pa CU fraga 7: Nar det galler den klassiska platonismen &r det tva aspekter som man
bor halla i tanken.

e Grottliknelsen
e Platons former

Dessa tva ar givetvis sammankopplade men det dr anda viktigt att halla dem separata. Den
forsta ar den minst kontroversiella, medan den andra dr den mest vulgariserade och mest
citerade. Vad jag skall presentera dr en modern och personlig tolkning. Jag har under manga
ar gjort upprepade forsok att formulera min syn pa Platonismen i form av esséer, forelasningar
och bidrag till filosofiska handbdécker. Platons essder utgor ingen helig skrift som man skall ta
bokstavligt ty Platons texter utmarks av ironi och den verkliga meningen ar i platonsk (!)
mening férdold.

Platonismen utgor heller ingen vetenskaplig teori, ej heller ett matematiskt faktum som man
kan bevisa (vad skulle man férutsdtta?) utan en metafysisk kontemplation som visserligen
bygger pa argumentation och metaforer, (som aldrig skall tas alltfor bokstavligt, da blir de
endast |6jliga (silly)), men som inte kan bli, i motsats till vetenskapens ’pinned down’, ty om
de sa gors blir den i basta fall en vetenskap, och forlorar darmed sin speciella lyster.
Metafysikens roll kan illustreras av féljande smatt banala metafor. Ett spel utgors av regler
och det ar underforstatt att regler skall féljas. Men man kan inte likstalla detta med en regel,
och darmed inkludera den bland de andra, ty detta vore enbart [6jligt.

Grottliknelsen

Platon lar att sinnenas vittnesbord ar bedraglig och att den varld vi upplever med dess hjalp
ar inte den verkliga varlden.

Att soka forklaringar bortom det uppenbara ar den barande principen i all sann vetenskap,
och har natt sitt mest spektakulara uttryck i de fysikaliska vetenskaperna. De forklarande
modellerna inom fysiken ar mer skilda fran den naiva verklighet de ar satta att forklara an
inom nagon annan vetenskap. Ja hela den vasterlandska vetenskapliga traditionen (vilken ar
den enda vetenskapliga traditionen om man skall vara arlig) ar en illustration av denna
platonska princip. Alltifran den heliocentriska varldsbilden, via Newtons gravitationsteori, den
moderna atomteorin, elektrodynamiken, till relativitetsteorin och kvantfysiken.

Aven matematiken uppvisar denna dvergripande tendens; ja dr inte matematiken sjilv en
varld av vilken vi endast tar del av dess projektioner?

Platons former

Detta dr som noterat den mest kontroversiella aspekten av platonismen och som &r intimt
forknippad med grottliknelsen, men som goér den mycket specifik och darmed sarbarare for
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kritik. Istallet for att mala upp en hel serie av djupare och sannare verkligheter postulerar den
endast tva - namligen den skenbara och den verkliga.

Tanken att den sinnliga varld vi lever i inte ar den riktiga varlden, har om nagot religiosa
overtoner, och neoplatonismen hade ett stort inflytande pa den tidiga kristna laran; men som
Russell beklagar i sin Vasterlandska Filosofihistoria, de medeltida skolastikerna paverkades
mer av Aristoteles an av Platon. Ett direkt platonskt inflytande tycks saknas inom Islam, men
daremot Hinduismen med alla sina lager av meningar (aven ateismen ar en del av hinduismen)
tycks forekomma mycket av platonismen, atminstone via en valvillig tolkning. Men den
utpraglade abstrakta teologin &r sa abstrakt att den inte utgor nagot hinder for traditionell
vetenskaplig verksamhet, sa denna koppling har inga betydande konsekvenser. Om man dnda
tycker att platonismen ansluter sig val mycket till traditionell religion, speciellt kristlig sadan,
kan man bara hanvisa till tyska 1800-tals teologer som med sin bibliska kallkritik avsldjade vad
som egentligen lag bakom dessa uppfattningar.

Till varje objekt i den sinnliga varlden kan vi ordna ett ideellt objekt i den verkliga varlden, av
vilken det sinnliga objektet endast ar en blek avbild. Man talar om ‘formen’, och speciellt har
stolen sin form, liksom bordet, kniven, hasten o.s.v. Man tanker sig att av alla méjliga stolar
finns det en unik representant som utgér den fulldindade formen av en stol, och alla andra
stolar ar bara en degenererad form av en denna fullandade stol. Ja allting i sinnevarlden delas
upp i ekvivalensklasser vilka var och en representeras av dess platonska form. En abstrakt
metafysisk uppenbarelse reduceras till en kvasivetenskaplig teori, som kan utsattas for kritisk
granskning. Man kan se det som om Platonismen i Platons framstadllning endast ar en sinnlig
version och darmed en degraderad sadan. Att vara bokstavstrogen platonist blir darmed om
nagot 16jligt, och man kan undra till vilken grad Platon var ironisk nar han nedtecknade dessa
fantasier. Den matematiske platonisten bekymrar sig inte over stolens form, ej heller
hammarens, grashoppans, eller skorstenens, men daremot 6ver matematiska begreppens
existens. Den aspekt vi skall narmare utréna ar matematikens ontologi.

Matematikens ontologi

Vad ar en rat linje? Kan denna 6verhuvudtaget existera i sinnevarlden? De sa kallade rata linjer
vi drar i sanden eller med gnisslande krita pa den svarta tavlan, ar patetiska approximationer,
sma knubbiga stumpar som varken ar rata eller saknar tjocklek. Men anda tycks vi veta vad vi
vill gora, det finns tydligen nagot som en rat linje dven om den inte kan fysiskt manifesteras.
De rata linjer vi kan presentera i de fysiska ljusstralarna tycks vara den basta manifestation vi
ar maktiga. Den matematiska rata linjen ar sdledes inte nagot fysiskt objekt bland andra
liknande fysiska objekt, utan inkarnationen av den rata linjen och sdledes ett objekt som
existerar i en annan verklighet, om vi nu betraktar saker och ting bildligt utan att for den skull
nodvandigtvis bokstavligt. For en 2-dimensionell varelse skulle en kub inte kunna fattas utan
endast dess varierande 2-dimensionella projektioner. Den 3-dimensionella kuben vore da den
platonska versionen av alla dessa 2-dimensionella projektioner och alltsa inte en ’prioriterad’
sadan. Den 4-dimensionella kuben existerar inte fysiskt, inte ens som en grov approximation
i form av en tradmodell eller en tarning. De askadliga bilder vi kan géra av den ar endast 3-
dimensionella projektioner. | vilkken man ar den 4-dimensionella kuben ett meningslost
fantasifoster? Till detta skall vi aterkomma.

Andra, mer fundamentala exempel pa matematiska begrepp utan fysisk representation ar
oandligheten (for att inte tala om 6verupprakneliga odandligheter). Sa den naturliga fragan ar
vad ar det som utmarker fysiska objekt och varfér anses endast dessa vara riktigt verkliga, allt
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annat endast flyktiga skuggor. Och vad ar fysiska objekt, och hur kdnner vi igen dem, och kan
de separeras fran vara forestdllningar om dem, och i vilken man ar vara spontana
lekmannaforestallningar skilda fran fysikernas? Dessa ar klassiska filosofiska fragor.

Varfor ar vii allmanhet évertygade om en extern fysisk verklighet? Vad ar det som ger denna
en pataglighet som vi inte kan férneka? Vi upplever som individer verkligheten med alla vara
sinnen, synen, horseln och kdnseln, och alla dessa tycks bekrafta varandra (visst finns det
manniskor som fods utan syn och horsel, men de tycks anda uppleva en pataglig verklighet,
kanske genom kansel, och hunger och varme och kyla). Ja allting i verkligheten hoér ihop, allting
har konsekvenser som i sin tur har konsekvenser. Om verkliga individer kan man stélla fragor
som harfargen pa specifika anfader (vid specifika tider ma man tilldgga), men vad fér mening
har fragan om Sherlock Holmes morfar var flintskallig? Vem skulle kunna besvara denna med
nagon form av auktoritet? Var Sokrates en verklig figur eller bara en fiktiv person i Platons
dialoger (Sokrates férekommer ocksa i en av Aristofanes pjadser), och vem skrev Platons
dialoger egentligen, var det Platon, eller ar han ocksa en fiktiv figur (och dven Shakespeare?).
Ju langre en manniska har varit dod desto mer av en fiktiv person blir denne, ty de kanaler vi
har till forfogande for att kdanna till saker om denna blir mer och mer begransade. Om en
person som Erik XIV har vi tillgang till hans fysiska kvarlevor och kan bade stélla och besvara
fragor om honom som inte ar tillgangliga i de skriftliga kdllorna. Ja detta stéller frdgan huruvida
det forflutna ar verkligt, om det ar lika verkligt som det narvarande. Dock dven om det inte ar
en varld som vi kan resa till och bevista, inte ens i princip, sa kanner vi att den har en verklighet
oberoende av oss sjdlva. Enligt Collingwood ar historien ett fortlopande forsok att aterskapa
det forflutna in i nuet, inte att forflytta det (som i Prousts minnen), ty dessa forsok kan aldrig
bli fullstandiga, det forflutna tillhor det forflutna och kan endast betraktas, d.v.s.
rekonstrueras, med hjalp av de spar det lamnar i nuet. Limnar varje handelse i det forflutna
ett spar i framtiden? Det vill sdga injiceras det forflutna in i det ndrvarande, har varje verkan
en unik orsak? Om inte sa finns det handelser som kan ha hant eller inte ha hant, det gor inte
den minsta skillnad; vilket strider mot en djup intuition ty en hdandelse har antingen hant eller
inte hant, nagot annat ar svart att forestalla sig, ty vi har en 6vertygelse att det forflutna ar
lika verkligt som det narvarande.

En del filosofer havdar att matematiken endast existerar i den man den ar direkt kopplad till
en pataglig fysisk verklighet, ett exempel ar den numera bortglémde J.S.Mill som havdade att
ett tal endast existerade om det kunde knytas till en konkret mangd av fysiska foremal, sasom
marmorkulor eller snackor eller varfor inte sandkorn som i fallet med Arkimedes.
Programmerar man kan man definiera en ’array’ sdg med en miljon ‘tomma’ platser att fylla
ut. Varje sadan plats kan kopplas till en konkret fysisk verklighet, namligen platser i ett fysiskt
minne. En miljon har sdledes en mycket konkret innebérd. Men med dessa array kan man
beskriva tal med en miljon siffror, eller for att fixera var diskussion, en miljon binéra siffror. |
en array finns det sdledes en miljon platser som antingen ar pakopplade eller avkopplade, eller
hur nu datorn fungerar fysikaliskt. Varje sadan aktivering, d.v.s. att fylla arrayen med nollor
eller ettor, ar ocksa detta ett fysikaliskt foremal, lika verkligt som elementet med en miljon
platser i datorns arkitektur. Men det absoluta flertalet av dessa otroligt manga kombinationer
kommer aldrig att manifesteras som fysikaliska objekt, tiden racker inte till att presentera dem
alla. Existerar de da verkligen inte, eller kan vi tala om en varld i vilken de existerar utan att
hemfalla at mysticism? Kan vi ge ett exempel pa en sddan kombination som inte kan existera?
Man kan presentera kombinationen som sadan, men detta skulle innebara att den existerar!
Detta ar att, enligt Russell ge ett egennamn. Fragan om Jesus existerade eller inte har tva olika
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responser beroende pa om man betraktar Jesus som ett egennamn, da existerar det per
definition, eller om man betraktar ’Jesus’ som en beskrivning, bli fragan betydligt mera 6ppen
och kontroversiell. P4 samma satt kan man ge beskrivningar pa kombinationer och fraga om
dessa ar mojliga. Alla dessa kombinationer utgér en mycket stor (men andlig) mangd i vilken
mening kan man tala om att denna mangd finns eller inte? Den kan uppenbarligen inte
realiseras fysiskt men kan man dnda tala om existens i nagon icke mystisk mening? Klassiskt
talar man om potentiell existens. Man kan tala om kardinaliteten av en sadan mangd och
uttrycka den relativt enkelt dven med konventionella siffror (trivialt bindrt men enahanda)
men man kan aldrig forvanta sig att implementera en array med sa manga platser, detta tal
kan saledes inte ges en fysikalisk tolkning “a la Mills. Vi talar har inte om fysikaliskt omdjliga
begrepp som rata linjer eller odndliga mangder.

Men 13t oss ga in i ndrmare detalj. Vad ar skillnaden mellan en potentiell existens och en
verklig, manifesterad? Ett objekt i den fysiska varlden blir, som antytts ovan, inte bara ett
isolerat objekt, utan ett objekt med relationer till andra fysiska objekt, och beroende av dessa
far den sin karaktaristiska ‘verklighet’. Att skriva en miljon ettor och nollor i ett kollegieblock
ar en ganska oskyldig verksamhet, daremot en array med en specifik kombination insatt i ett
speciellt datorprogram som ar kopplad till en mangd karnvapenrobotar kan ha en katastrofal
konsekvens om detta program kors. Man kan sdga att kombinationens potential blir till fullo
uppfylld om den satts i denna situation, den blir verklig pa ett mycket patagligt satt. (Och dessa
fullklottrade kollegieblock gémda i en byralada i en bortglomd vind, kan inte desto mindre
hamna i ordtta hander och bli kopierade i en array strategiskt placerad. Sa helt oskyldigt ar
inte tilltaget!).

Ja man kan konkretisera dessa arrays till bocker som Borges gjorde i sitt Babelska bibliotek
(min favorithistoria av Borges). Han gav en explicit definition av en bok, sa och sa manga sidor,
sa och sa manga rader pa vare sida, och sa manga olika tecken (inklusive mellanslag). Det ar
trivialt att ange det exakta antalet bocker i detta ofantliga bibliotek. Vad som fascinerade
Borges var att varje tankbar bok maste vara innehallet i biblioteket. Man kan variera det hela
genom att tala om pixlar och betrakta alla mdjliga bilder, eller musikalisk med musikalisk
notation (Mozart lar ha utropat all musik finns, det géller bara att skriva ner den). Vad vi har
beskrivit ar en kodifiering av bocker, bilder, musik (ja rentav biologiska varelser via sina DNA
strangar, men notera att dven identiska tvillingar satts oundvikligt i olika sammanhang, dels
genom den embryologiska processen, som bland annat ger olika fingeravtryck, dels genom att
som fardiga individer ockupera nagot skilda positioner i den fysiska verkligheten, genetisk
determinism ar en chimar) i termer av tal. Men nu talar vi om tal sdsom strangar utan fysisk
mening som kardinaltal av mangder av fysiska objekt. Skillnaden mellan en potentiell stréng i
det babelska biblioteket och en fysisk bok som faktiskt lases ar enorm. En strdng som sadan
ar egentligen inte riktigt inforlivad i den fysiska verkligheten det blir den foérst nar den &r
meningsfull och lases av och paverkar en individ, da forst far den oférutsagbara (saval som
forutsdgbara) konsekvenser. Vad ar det som gor att en kodifierad strang ar meningsfull och
vad ar innebdrden av denna 'mening’? Var existerar denna mening? Existerar den i strangen?
Men en och samma ‘'mening’ kan kodifieras med olika strangar, skrivna med olika alfabet och
olika sprak. Kan vi manifestera en ‘'mening’ rent fysikaliskt och binda den med ett specifikt
fysikaliskt objekt? Nej, sjdlva meningen, kan inte kodifieras, det ingar i ett mycket brett
sammanhang, men kan man i princip kodifiera detta sammanhang aven om inte i praktiken,
bara for att undga att ge 'mening’ en mystisk existens bortom tid och rum? Sjalva kodifieringen
(eller som fenomenalisterna med Husserl i spetsen kallar ‘Fundierung’) kan inte identifieras
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med vad den forsoker kodifiera. Man kan likna den formella strangen med kroppen, medan
"meningen’ utgor ‘sjalen’. En strang av tecken utan mening dr dod materia, den ‘'mening’ den
formedlar ar den levande ’sjalen’ som ar oberoende av sin kropp, den kropp som knyter den
till verkligheten, ar bara en tillfdllig sddan, dess ‘essens’ ligger bortom denna. Detta skall
givetvis tas som en metafor men dock de begrepp som motsatspar mellan ’kropp’ och ’sjal’ ar
i hogsta grad meningsfulla, ja rentav rationella. Nagon som naivt satter likhetstecken mellan
en ‘mening’ och en kodifiering av denna, har missat sjadlva poangen.

Descartes ar kand, eller snarare 6kand for sin dualism. Den kartesiska dualismen fortjanar
verkligen epitetet 'psykologiskt’ oundviklig men ’intellektuellt’ férkastlig, som matematikern
Manin tillskriver matematisk Platonism. Vi upplever den fysiska varlden som ndgot externt och
oberoende av oss sjalva, sjalva essensen av ’objetivitet’, vart eget medvetande daremot
upplevs som ’‘internt’ och i hogsta grad subjektivt. Det ar detta som utgér den psykologiska
kompulsionen som vi upplever pa ett mycket direkt satt. Det intellektuella problemet ar att
sammankoppla dessa tva parallella verkligheter ty de paverkar uppenbarligen varandra, men
hur? Vi har vél alla som barn férvanats 6ver att vi kan réra pa tarna. Vi far tanken ror pa tarna
och vips ror vi pa tarna. Hur bar vi oss egentligen at? Ingen har lart oss det och varje forklaring
i stilen med att for att réra pa tarna maste vi gora A. Men hur gor vi A? Enkelt, gor B forst. Och
forhoppningsvis interagerar vi med den externa varlden inte bara genom att rora pa tarna och
rulla med timmarna. Harvidlag misslyckas Descartes skandligt, ju mindre vi drdjer vid
tallkottkorteln desto battre. Problemet var att Descartes kdnde sig tvingad att komma upp
med en forklaring, vilket kan ses som intellektuell hederlighet och fértjana respekt.
Idealisterna med Berkeley i spetsen gjorde det betydligt lattare for sig genom att férneka en
verklighet, den externa, och endast erkdnna den interna, den verklighet vi upplever direkt,
medan den fysiska vi tolkar. Motsatsen att ge en fysikalisk forklaring till var subjektiva varld
ansags till ganska nyligen ligga utanfor naturvetenskapens domdaner, men i och med
datorernas utveckling har den fragan fatt fornyad aktualitet. Denna uppgift ar betydligt
svarare dn den som forestod Berkeley ty att gora kott av anden lar endast vara ett mirakel,
men att gora ande av kott ar ett mirakels mirakel. Det externa ligger utanfor oss liksom
resultaten av de forklaringar vi ger, medan visavi det interna har vi alla direkta uppfattningar
och kan latt forkasta de forsok till forklaringar som gors. Till detta kommer vi ha anledning att
aterkomma. Att halla de bada verkligheterna atskilda verkar vara den naturligaste
installningen. Karl Popper gar ett steg langre och talar om Worldl som den externa
verkligheten, World2 som den interna, och slutligen daven en World3 av manskliga skapelser
som romaner, vetenskapliga teorier, sprak, matematik etc, som sammankopplar den forsta
och andra vérlden; den forsta paverkar den andra (som nar vi dor), den andra skapar den
tredje, som i sin tur paverkar den forsta varlden. Popper havdar att Platon var den som
upptackte den tredje varlden. Saledes att tala om skilda varldar ar ett naturligt satt att halla
sig till verkligheten, som innefattar saval fysiska som mentala varldar dar de senare férknippas
med fantasier, mindre handfasta an fysiska foremal, men som i hogre grad definierar den
manskliga existensen. All mansklig samvaro och den moraliska uppfattningen av manniskors
inneboende varde, bygger pa Overtygelsen att varje manniska har ett medvetande, eller i
gammalt klassisk sprakbruk en ’sjal’, varelser som vi formodar saknar detta ser vi som
maskiner, rena fysiska varelser utan eget inneboende varde. Descartes ansag som bekant att
djuren var inget annat an sinnrika maskiner, d.v.s. dess ontologi kunde i princip forklaras rent
mekaniskt. Att helt anamma asikten att endast den forsta varlden existerar och att de andra
varldarna kan harledas fran denna, har konsekvenser som de flesta foresprakare inte skulle
acceptera i sin roll som manniskor. Detta behdver inte nddvandigtvis betyda att den ar
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felaktig, bara att motsatsen knappast behover ses som ett tecken pa luddig mysticism.
Humanismen som sadan vore omajlig utan den andra och darmed tredje varlden.

Matematikens roll i den Tredje viéirlden

Poppers Tredje Varld innehaller en stor variation, pa vad satt har matematiken en sarstallning
dar som kvalificerar den att betecknas som Platonsk? Vad som utmarker verkligheten ar dess
konsistens, den kan upplevas med manga olika sinnen som alla i princip stoéder varandra. Visst
ar detta en psykologisk forklaring, men kan vi ge nagon annan férklaring, en rent logisk skulle
forveckla oss i cirkelresonemang.

Samma psykologiska forklaring ar ocksa tillampbar pa matematiken, men tréskeln har ar
hogre. For matematikern bildar matematiken en vav dar alla aspekter ar pa ett mystiskt satt
sammanlankade. Kopplingen mellan talteori, speciellt primtalens fordelning, och komplex
analys, tva omraden som inte verkar ha nagot gemensamt ar ett klassiskt exempel, som jag
redan berort. Matematikern upplever att han i en mycket direkt mening upptacker saker och
ting. | de flesta sammanhang i livet tvingas man lita pa auktoriteter men inte i matematiken
(3tminstone om man inte satter sin ambition att forsta alltfor hogt). Som skoldamne ar
matematiken det enda @mne i vilket man inte upplever att sanningsbegreppet ar nagot av en
konvention och avhangigt av vad lararen forvantar sig.

Naja, skillnad mellan uppfinning och upptackt ar knappast vattentat. Varje uppfinning har
ovantade och oavsiktliga egenskaper, ja dessa oavsiktliga egenskaper utgor ofta basen for nya
uppfinningar, detta ar basen for ‘trial and error’. Och detta fenomen begransas inte till
manskliga uppfinningar, i en mycket konkret mening kan man hdvda att evolutionen
"uppfinner’ organismer. Dessa organismer ar som papekat inte isolerade varelser utan dess
egenskaper ar inte kodifierade pa nagot satt, speciellt inte i den genetiska koden, utan
framstar forst nar de placeras i en omgivning, d.v.s. nar de blir en del av den ’verkliga’ varlden.
Exemplen kan mangfaldigas och blir speciellt sldende nar det ror sig om sa kallad konvergent
evolution. Ogat hos ryggradsdjur och bldtdjur dr mycket lika varandra, sa nir som pa en detalj,
men ryggradsdjurets 6ga utvecklades fran hjarnan, medan blétdjurets fran ett hudveck. Man
kan har om nagot tala om 6gats ‘form’ som forverkligas pa tva olika och oberoende satt i den
organiska varlden. Detta antar givetvis formen av en digression, men syftet ar att belysa att
platonska metaforer mycket val kan belysa biologiska forlopp, annars brukar man forkasta
platonismen inom biologin som |6jlig eftersom den anses postulera eviga och distinkta former
for de olika biologiska arterna nar dessa i sjdlva verket ar hogst foranderliga och saknar klara
avgransningar. | matematiskt sprakbruk, arter utgor inte ekvivalensklasser inom varlden av
organismer.

Vad ar en uppfinning? En uppfinning, i sin konkretaste form, ar ett fysikaliskt objekt som nar
man slapper det faller till marken (atminstone pa en himlakropp med tillrdckligt stor massa
som t.ex. Jorden). Att den faller till marken &r en ickeavsiktlig egenskap hos denna (men
givetvis inte i detta ytterst férenklade fall en ovdantad sadan), men bara for att uppfinningen
ar mansklig betyder inte att detta fallande till marken inte dr oberoende av uppfinnaren. Det
ar klart att utan denna uppfinning skulle inte detta specifika objekt ha fallit till marken, men
detta att falla till marken ar under givna forutsadttningar en del av hur tillvaron, d.v.s.
verkligheten ar beskaffad, och dess intraffande kan ses som ett experiment for att belysa ett
mycket allmédnnare fenomen. (Det paminner mig om en gammal skdmtteckning av Albert
Engstrom dar en fysiklarare bekdnner att det enda experiment han lyckas med i
undervisningen ar att sldppa en krita att falla till marken for att pavisa tyngdlagen).
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Ett spel ar baserat pa regler. Dessa regler ar i princip godtyckliga, och ar i det fallet en ren
uppfinning, men kan dven vara féljden av specifika avsikter, vilket i praktiken ar fallet med de
flesta uppfinningar, ty de ar avsedda att ha vissa egenskaper for att [6sa ett problem i
'verkligheten’, och da kan uppfinningen av spelet ses som en aspekt av ett storre inneslutande
spel. Men nar det galler spel att spelas da ar reglerna givna och inte forklarade. Ett klassiskt
spel ar schack vars regler tycks ganska godtyckliga och det ingar inte i presentationen av
schackreglerna an mindre i spelandet att ‘forklara’ dessa, och fragan ar i vilken utstrackning
en 'forklaring” av dessa regler skulle vara behjalplig i att spela spelet, speciellt inte om det
skulle rora sig om en historisk sadan, daven om en sadan skulle ge en antydan om hur reglerna
har evolverats. Men daremot givet reglerna kan man utveckla sekundara begrepp och
strategiska teorier och litteraturen om denna ar speciellt riklig nar det galler schack. | denna
process upptdacker man mycket som inte ar explicit givna i reglerna. Fragan dr om dessa skall
ses som oberoende upptackter eller bara konsekvenser av de godtyckliga reglerna, och
speciellt att dessa endast existerar tack vare reglerna, sa om dessa inte ar gudomligt givna sa
ar heller inte dessa sekundara utvecklingar.

Nu kan matematiken ses som ett spel i och med att man faststéller vissa axiom och deriverar
konsekvenser av dessa genom deduktiva resonemang. Man finner harvidlag en stor mangd
av, vad man kan kalla sekundara axiom, d.v.s. teorem. En populdr uppfattning ar att
deduktionen skiljer sig fran induktionen genom att den forra till skillnad fran den senare inte
leder till ndgra nya sanningar, allt dr i nagon mening forborgat i de ursprungliga axiomen.
Russells och Wittgensteins uppfattning att matematik ar ingenting annat an en racka av
tautologier, ar ett uttryck for denna metafysiska sats. Ett tankeexperiment ar att man skapar
ett Borges babelbibliotek av ‘bevis’ genom att systematiskt producera alla kombinationer av
tecken (ett axiomatiskt system kan formaliseras till ett begrdansat alfabet och en strikt syntax
bade nar det géller vad som skall anses som en valformulerad strang och mer stringent en
korrekt strang, d.v.s. logiskt uppbyggd) och bland dessa rent mekaniskt salla ut dem som utgor
korrekta bevis av nagonting. Pa sadan satt kan man producera en odndlig ordnad lista av alla
bevisbara teorem dven om det vore ganska opraktiskt med tanke pa de ofantliga antal det ror
sig om. Pa detta satt kan man producera sanna satser men man kan inte garantera att man
kan besvara satser av typen ’A r X sann’, d.v.s. finns ett bevis fér X i listan (i motsats till ’kan
man bevisa X med mindre an en miljard tecken’, dven om detta tar tid). Genom att formalisera
matematiken kan man betrakta den som ett matematiskt begrepp och stadlla matematiska
fragor om dem, precis som vi skissat upp nu, ett program som initierades av Hilbert. Vad som
slar en matematiker ar att det matematiska resonemanget ar ganska trivialt och begreppen
mycket enkla liksom den bakomliggand idén, och som matematik ar det knappast speciellt
intressant eller djupt. Detta gor det tillgdngligt for en ganska bred allménhet som darmed far
en ganska forvrangd bild av vad matematik egentligen ar. Godels bedrift var att dra dessa
ganska enkla idéer till sin spets genom att nastan inkludera det matematiska resonemanget
om matematiken (d.v.s. metamatematiken in i matematiken) och diarmed kunna gora
sjalvreferenser som i Cantors diagonalargument eller som i slutsatsen att det maste finns
sanningar ty om inte vore satsen det finns inga sanningar (som postmodernisterna havdar)
sann, vilket skulle leda till en motsdgelse, och motsagelser existerar inte i verkligheten, liksom
inte i konsistenta axiomsystem. Ur detta foljer hans ofullstandighets sats for konsistenta
axiomsystem, som kraver att systemet ar tillrdackligt kraftfullt for att innehalla (kodifiera) de
hela talen. For enkla axiomsystem ar det i princip inga problem, ty man kan finna andliga
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modeller, och for inkonsistenta kan man bevisa vad som helst. Ett exempel pa en sadan sats
ar att man inte kan bevisa ett sadant kraftfullt axiomsystems konsistens ty det vore ekvivalent
med att soka efter en motsagelse i en oandlig lista och kunna sluta att den inte finns (vilket
skulle ta oandlig tid).

Nu skall man inte férringa Gédels Teorem ej heller matematiska logikers undersékningar, som
kan ses som en form av tillampad matematik, utan endast dra slutsatsen att deras bemdédande
inte formar att fanga matematikens vasen; vi noterar att det matematiska resonemang vi
forde ovan med sina precisa tanekexperiment, inte byggde pa nagra formella axiom utan pa
sunt meningsfullt tdnkande liksom i all matematik. Mangdlaran kan anses vara matematikens
sprak. som det kommer i uttryck i Bourbaki (som handlar om strukturer pa mangder, som i sin
tur kan uttryckas med hjalp av méangder), aven, som vi redan papekat, om den framlidne ryske
matematikern Voedvodsky boérjade utveckla ett annat sprak, just for att kunna mekaniskt
kontrollera logiken i bevis. Och det finns en standardlista av axiom for mangdlaran som kan
utvidgas med olika postulat for olika specialomraden, som Peanos axiom for de naturliga
talen, gruppaxiomen etc (vilket kanske snarare kan ses som definitioner); men givet dessa
formella axiom utan koppling till den 'verklighet’ den ar kopplad till ger ingen hanvisning hur
spelet skall spelas, det finns inget begrepp om slutgiltig vinst som i schack.

Matematik ar inget spel. Matematiska satser bevisas inte genom blinda sékningar och
slumpmassiga manipulationer av symboler, ej heller finner man drag i schack genom
uttdmmande sdkningar av konsekvenstrad, bér man kanske tillagga for rattvisans skull. Men
den varld matematiken dppnar ar betydligt rikare an den varld som schack erbjuder, en varld
som inte stracker sig utanfor de sextiofyra svarta och vita rutorna, utan griper in i s3 manga
manskliga verksamheter. Matematiska resultat kan bevisas pa sa manga olika satt och det ar
ett mirakel att sa olika angreppspunkter leder till samma resultat. Och det ar precis detta som
ger de matematiska resultaten dess soliditet och dvertygelse om dess riktighet. Det ar darfor
Cantors hierarki av de hogre kardinaltalen inte inger samma soliditet som klassisk matematik;
visserligen ar teorin deduktivt oantastbar men det finns endast en vag dit som bygger pa
samma enkla idé, namligen Cantors diagonalprincip. Penrose beskriver den som mycket
elegant, men beklagar att den dnnu inte funnit nagra tillampningar. Ett problem med den,
som jag ser det, ar att det ar oklart i vilken mening man kan tolka dess kardinalitetsbegrepp
som en pataglig kardinalitet, ty alla dessa teorier har av nddvandighet upprakneliga modeller.
Hogre kardinaltal ar logikernas matematik, inte matematikernas. Manin har beskrivit
matematikens logiska grundvalar, som uppstod vid sekelskiftet och nadde sin hojdpunkt
under 30-talet, som introspektion fascinerad av tankens varld, medan den samtida fysikaliska
revolutionen var fokuserad pa verkligheten och trots bristen pa logisk stringens, enligt hans
mening, betydligt mer spannande.

Innan vi gar vidare kan det vara lampligt att ndarmare pavisa fundamentala skillnader mellan
matematik och sprak. Sprak ar uppenbarligen en mansklig uppfinning och mycket av
matematiken ar likaledes manskliga uppfinningar och i bagge fallen ror det sig om historiska
tillfalligheter. Vokabularen, liksom grammatiska regler, skiljer sig fran sprak till sprak, liksom
konventioner att representera tal, och det vore |6jligt att pasta att ndgot av dessa skulle vara
platonsk. Konventioner att representera tal utgér knappast matematikens karna, medan det
ar svart att bortse fran vikten av vokabuldr och grammatiska regler (d.v.s. syntax) nar det galler
sprak. Ja representationer av tal ar saledes i sjdlva verket inte en del av matematiken utan en
del av spraket. Det finns tva aspekter av sprak, namligen dess tillignande och dess
anvandande, och uppenbarligen kan man inte dra en skarp grans mellan dem eftersom det
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effektivaste sattet att tillagna sig ett sprak ar att anvanda det. Nar det galler tillagnandet av
ett sprak skall man skilja mellan den initiala naturliga inlarningen av modersmalet och den
sekundara, den senare ar representerad av sprak sasom skoldmne. Sasom skoldamne
presenteras spraket dels som en samling i sig meningslésa ord som man maste memorera och
befdsta i minnet genom tragen 6vning, och dels mer eller mindre meningslésa grammatiska
regler. | denna process spelar modersmalet en nyckelroll, ja hela sprakundervisningen gar ut
pa att relatera det frammande spraket till det egna; dels genom att Oversatta via
vokabuléarlistan och de grammatiska reglerna och darmed forsta de fraimmande sprakliga
uttrycken, som tydligen endast kan forstas efter en dversattning; och dels, vilket ar betydligt
svarare, att 6versatta fran det egna modersmalet till det frammande spraket. Detta blir nu till
en formell 6vning dar visserligen ordlistan ar oumbarlig men dar grammatiken nu staller till
problem. Att konstruera en sats blir en intellektuell uppgift pa nivan av ett sudoku och har
ingenting med spraklig anvandning att gora. For de flesta skolelever blir det ingen storre
skillnad mellan att studera sprak och matematik, dar de grammatiska reglerna nu ersatts av
regler for att manipulera siffror och algebraiska symboler, i bagge fallen géller det att
underkasta sig fran ovan givna regler och gissa sig till vad skolan férvantar sig. | sjdlva verket
foreligger en ganska hog korrelation mellan sa kallad spraklig begavning och matematisk
begavning, atminstone i den man dessa avspeglas av skolbetyg. Denna korrelation blir annu
tydligare nar det galler studiet av doda sprak, vilket var kutym i den gamla skolan.
Overlappningen mellan Senior Wranglers i Matematik och i Klassiska sprak var betydande, och
sjdlve Gauss lar under sina tonar 6vervagt en karridr som filiolog i klassiska sprak innan han
kom pa battre tankar. Jag fick hora i den gamla realskolan att som matematiker borde tyska
med sina stranga och konsekventa regler falla mig pa lappen. Jag holl absolut inte med, tanken
att ta ut satsdelar innan man 6ppnade munnen foreféll mig absurd, och dari hade jag
otvivelaktligen ratt. Sprakundervisning ar en fraga om kodifiering och avkodifiering av
ordstrangar, men a andra sidan vad ar alternativet? Fonstret for den naturliga inlarningen ar
redan stiangd, och de ansatser till sa kallade naturmetoder ar ganska konstlade. Nar man
beharskar ett sprak soker man séllan efter ord och man konstruerar absolut inte meningar i
forvag, framfor allt ar man inte medveten om grammatiska regler, det har man inte tid med.
Att (tekniskt) beharska ett sprak ar en fraga om motorik som att cykla, och det tillagnar man
sig endast under lang och intensiv traning helst sa tidigt i aldern som madjligt. Formagan att
lara sig tala utan accent lar man forlora i och med pubertetens intrade, och det dr en 6ppen
fraga huruvida man som framling kan totalt inhamta det forsprang som en modersmalstalare
har, den vulgdra uppfattningen ar att detta inte ar majligt, utan framlingen rojer sig genom
sma nastan omarkbara misstag, aven om denne har ett betydligt stérre ordforrad och férmaga
till mer avancerade och eleganta formuleringar. Ett problem ar att den formella grammatiken
endast kodifierar de stora huvuddragen i ett sprdaks syntax, det finns subtila
betydelseskillnader i ord och idiomatiska satt att uttrycka sig som en modersmalstalare
automatiskt tillagnar sig, men som forblir bortom framlingens kompetens. En norrman jag
kdnner som tekniskt sett har franska som modersmal (d.v.s. hans mamma var fransyska) hade
skrivit en del av en fransk text till ett gemensamt arbete med fransméan. Dessa papekade att
texten var helt korrekt, ortografiskt saval som grammatiskt, men sa uttrycker man sig bara
inte pa franska, den vore opublicerbar. Ett sprak kan sdgas vara ett exempel pa Jungs kollektiva
omedvetande, det ar inte kanoniskt, men pa den individuella nivan kan man inte bryta mot
dess oskrivna regler som darmed har en objektivitet, man kan inte uttrycka sig hur man vill,
utan att folk i basta fall héjer pa 6gonbrynen och i varsta fall inte forstar vad man sager. Sprak
ar en i hogsta grad socialt fenomen och kan i princip naturvetenskapligt studeras pa
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neurologisk niva, aven om framstegen denna vag ar dn sa lange mycket modesta. Man hor
mycket talas om dikotomin mellan de tva hjarnhalvorna, att sprak och matematik hor till den
vanstra ’logiska’ hjarnhalvan, medan det visuella hor till den hogra ’‘kreativa’ (eller ar det
tvartom?). Mycket av detta ar troligen rent dravel, men det indikerar att hos folk i allmanhet
jamstalls matematik och sprak, utan att for den skulle identifieras; dock tycks det finnas en
koppling mellan sprak och neurologisk arkitektur, i och med att afasi (d.v.s. oférmagan att
anvanda spraket automatiskt och omedvetet) hor i hdg grad ihop med skador pa den vanstra
hjarnhalvan, liknande fenomen kan nog aven ses nar det galler sa kallade "math skills’, men
fragan ar hur mycket dessa har med matematik att géra. Formagan att rakna snabbt i huvudet
(som med fallet ’idiots savants’ i motsats till att lista ut matematiska knep), ha en kansla for
storheter eller kunna visualisera intrikata system i 3-dimensioner &r forvisso
anmarkningsvarda egenskaper, men knappast tillrdckliga for en matematisk verksamhet.
Begreppet 'dyslexi’ d.v.s. en stord las- och skrivformaga har sakert en neurologisk bas, men
fragan om sa kallas ‘dyskalkyl’ har det ar mer kontroversiellt, men om sa ar fallet kan man
undra om det har nagon effekt pa matematisk forstaelse, precis som dyskalkyli inte lar ha
nagon effekt pa den allménna intelligensen (vad nu denna kan vara).

For att ta ner fragan om Platonism fran en metafysisk niva skulle jag vilja hdvda att den
matematiska platonismen utmarker sig genom att matematiken kan inte studeras
neurologiskt, men det kan daremot sprak och andra fenomen i Poppers tredje varld. Sprak ar
inte matematik, och framfor allt &r inte matematik sprak, aven om det ar en ganska utbredd
uppfattning, inte minst bland fysiker (enligt den kdnde fysikern Tor Ragnar Gerholm, ar
matematiken inget annat an tautologier och har inget eget innehall). En del individer tar denna
metafor bokstavligt och forordar att elever bor lara sig det matematiska spraket, och med
detta menar de terminologi. (The stupidity beggars comprehension). Sa |at oss avsluta med
att gora en jamforelse mellan matematiken och fysiken.

Enligt Kant kan vi inte uppleva das Ding an sich utan bara féornimmelser av den som inte ar
direkta utan bygger pa teorier. Dessa teorier ar manskliga skapelser till skillnad fran Das Ding
och nar det galler fysiken ar vara teorier matematiska och bade matematikern och (den
teoretiske) fysikern spenderar sina dagar med att géra matematiska manipulationer, det mest
drastiska exemplet ar strangteorin. Av denna anledning anses matematiken endast vara ett
sprak och i princip skulle man kunna bedriva fysikalisk teoribildning utan matematik, men hur
detta skulle kunna ga till har ingen nagon aning om. Det ar svart att tanka sig fysiken utan
matematik, medan man i princip kan tanka sig matematik utan fysik (och framfor allt
matematik utan mangdlara), daven om det skulle bli en utarmad matematik. Fér manga elever
(och dven larare) ar fysik och matematik vasentligen samma sak, och dven om detta ar nagot
av en vulgaruppfattning, har de bada disciplinerna mycket gemensamma. Ofta citerad ar
Wigners anméarkning om matematikens oforklarliga effektivitet, men det hela gar djupare.
Utan matematiken skulle fysiken vara ganska outvecklad, sdledes har manga discipliner sokt
erhalla vetenskaplig status genom kvantifiering, men det racker inte bara att satta siffror pa
saker och ting, man maste dven kunna meningsfullt manipulera dessa siffror matematiskt;
saledes har i de flesta fall dessa tillampningar utgjort en enkelriktad gata. Ekonomin har dragit
nytta av matematiken, sa aven biologin, men omvandningen géller inte utan man kan bara
tala om parasitism inte en symbios som i fallet med fysiken. En fysikalisk intuition kan vara
mycket fruktbar inom matematiken (extremfallet varandes strangteorin som har haft sldende
tillampningar inom matematiken men inte i fysiken), men man kan daremot inte tala om den
matematiska fruktbarheten hos en ekonomisk eller biologisk intuition.
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Att fysiken beskriver verkligheten (Das Ding) i manskliga termer ar en intressant filosofisk fraga
som var mycket i ropet i slutet av 1800-talet. Vad ar verkligt och vad ar bara manskliga
konstruktioner? Fysikern Mach som blev filosof pa aldre dagar férnekade existensen av kraft
utan sag pa den som en konstruktion, och darmed Newtons lag som en definition. Han
fornekade vidare atomers existens, och Einstein féreslog som motbevis Browns rérelse.
Kraften i motargumentationen lag dari att atomer hade uppstatt (bortsett fran grekernas rent
spekulativa hypotes) i samband med att forklara vissa kemiska reaktioner, men i den brownska
rorelsen dyker de dven upp som forklaringskalla helt oberoende av det foérsta sammanhanget
och dessutom pa ett mycket patagligt satt. Man kan i detta sammanhang undra hur Avogadro
lyckades berdkna detta nummer, pa nagot sdatt maste han kunnat ’'lagga fingrarna’ pa enskilda
atomer. Forsta hjalpen ges av Wikipedia, dar man upplyses om att Avogadro aldrig bestamde
detta tal, utan det gjordes forsta gangen tio ar efter hans dod av en viss Loschmidt, battre
uppskattningar gjordes av Perrin i borjan av 1900-talet, man far dock ingen uppfattning om
hur dessa experiment gjordes. (Perrin omdefinierade en mol genom att ange ett exakt
Avogadrotal - av den ratta storleksordningen). Men daremot beskrivs det enklaste sattet som
en foljd av Millikans bestamning av en elektrons laddning, da man endast behover dividera
laddningen av en mol av elektroner (Faradys constant) med denna. | gymnasiet fick vi gbra en
fysiklabb under min fars ledning att just bestimma en elektronladdning. Detta innebar
genererandet av sma oljedroppar med ett litet antal elektronladdningar vars totala laddning
kunde berdknas, sedan var det bara att ta stérsta gemensamma namnaren av ett antal av
dessa. Man kom saledes ned pa elektronniva (hur man nu kunde veta detta? den storsta
gemensamma namnaren blev alltid ungefar samma i upprepade forsok?). Ett annat fenomen
som gar ned pa atomniva ar sparen i Wilson-kammaren, som utgor gigantiska spar av orsakad
kondensation. Einsteins analys av brownsk rorelse kopplad till en mikroskopisk observation
borde dven det ge en uppskattning av Avogadros tal. Vi ser hur olika fenomen kopplade till
atomer kan observeras och som bekréaftar varandra, vilket leder till kommentaren tidigare om
hur sadana bekraftelser ger en soliditet till vara antaganden. Dock detta betyder inte att vi
kdnner till atomens inre struktur, och att se pa dem som partiklar, typ sma harda kulor, ar
naivt. Det intressanta ar att enstaka partiklar av denna storlek kan ge konsekvenser pa
mansklig observerbar niva. En enkel utrakning ger att fran en stjarna av sjatte magnituden
(d.v.s. knappt synbar) traffas nathinnan av endast sex fotoner per sekund!

For att ga vidare i den instrumentella synen pa fysiken kan vi namna matematikern Pointcaré
som havdade att man inte kan avgora huruvida rummet ar euklidiskt eller ickeeuklidiskt (i
motsats till Lobachevsky), det ror sig ytterst om en konvention av vad som skall anses vara en
rat linje baserad pa vilket ar mest andamalsenligt for berdkningar. Popper fann den extrema
formen av instrumentalism nagot motbjudande. Han papekade att en sadan forsatter oss i
samma situation som Berkeleys idealism, med den skillnaden att den senare hade elegantare
forklaringar. (Man kan i sammanhanget namna att Berkeleys kritik av Newtons
infinitesimalkalkyl egentligen inte var riktad mot matematiken utan mot sina egna kritiker av
hans teologi, genom att visa att den Newtonska kalkylen var baserad pa begrepp vl lika
undflyende som de teologiska, en attityd som ma paminna om min egen kritik av Platonismens
kritiker...)

Skillnaden mellan matematiken och fysiken brukar traditionellt beskrivas via kantiska termer
sasom analytiska och syntetiska pastaenden. Som jag tidigare namnt upplevde jag som ung
den deduktiva presentationen av den euklidiska geometrin som berusande, ty den visade
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tankens oerhérda makt genom att vara oberoende av externa syntetiska fakta. Over
matematiken har man total kontroll (detta ar uppenbarligen en stark motivation for blivande
matematiker som upplever att matematiken inte kravde nagot pluggande och utantillarande
som i andra skolamnen, det rackte med ett gott forstand). Ambitionen av en TOE (Theory of
Everything) ar just att fa samma kontroll 6ver fysiken, d.v.s. fa en komplett lista 6ver fysikaliska
lagar och fenomen, darefter ar det bara en fraga om att harleda konsekvenserna. | slutet av
1800-talet misstankte man att detta var fallet med fysiken, mest kant genom Lord Kelvins
forutsagelse att fysiken inte skulle bjuda pa nagra nya 6verraskningar. Inom ett par ar blev
han emotsagd.

Das Ding ar fysikens platonska vasen, oatkomligt men nagot vi kan beskriva med stérre och
storre precision och forstaelse. Ja hela den subtila fysikaliska varldsbilden &r intrikat och
sammanhangande tack vare att vi kan i ndgon mening kommunicera med 'Das Ding’, endast
genom att bjudas motstand kan fantasin stimuleras, och motstandet bestar i att de fysikaliska
teorierna kan testas (d.v.s. falsifieras) och ddarmed modifieras och férfinas. Och
kommunikationen bestar i just denna mojlighet. Men man skall ha klart for sig att Naturen
(Das Ding) instruerar inte direkt, trots den allmanna uppfattningen som formulerades redan
av Bacon, den kan endast séga ja eller nej till omsorgsfullt formulerade fragor vi staller upp
baserade pa vara teorier.

Vad dr matematikens ’Das Ding’ ? A r det samma sak som matematiken? Vi har redan p3 ett
tidigt stadium faststallt att karnan i den matematiska platonismen ar att matematiken
utvecklas och darmed ger en djupare och djupare forstaelse over vad som ligger bakom det
hela. Det ar sa man skall forsta motivationen for 6vergripande teorier, som Grothendicks
abstrakta teori for schemata, men man skall samtidigt akta sig for att se abstraktionen som
ett sjalvandamal inom matematiken, kriteriet for vardet hos abstrakta teorier ligger i hur val
de l6ser och belyser klassiska konkreta problem (men nu avldgsnar vi oss fran en diskussion
om matematisk platonism och ndarmar oss en diskussion om hur manniskan upplever
matematiken individuellt och socialt). -Betraktar man matematikhistorien framstar
matematiken inte bara rent analytiskt men aven syntetiskt, vilket dr den mest fascinerande
aspekten. Matematik ar inte bara logiska slutledningar men @n mera begreppsbildningar som
revolutionerar disciplinen. Ett lattfattligt exempel ar den kartesiska geometrin, som alla
bildade manniskor forr i tiden konfronterades med; ett annat nagot mera avancerat ar teorin
for analytiska funktioner som utvecklades under forsta halvan av 1800-talet, och ger for forsta
gangen i en matematikers utbildning en kansla av ren magi. En intressant skillnad mellan
fysiken och matematiken ar att fenomenen i den férra ar mer manifesta an i den senare som
kan innehadlla manga elefanter som ingen ser (dtminstone om man tar en axiomatisk
utgangspunkt). Konsekvenserna av Newtons gravitationsteori kan i princip rdknas ut, vilket
Laplace tog som sin livsuppgift. En mycket subtil konsekvens ar tidvattnet och fragan &rom en
sadan skulle ha observerats pa rent analytisk vdag givet den matematiska beskrivningen
(tidvattenskraften som ar derivatan av gravitationskraften med avseende pa avstand ar
mycket liten men har o6ver tid markbara konsekvenser, speciellt fér strandboende
observatorer, tillplattningen vid polerna ror sig om ett par mil, tidvatten ett par meter). Det
kan vara sa att detta ar forklaringen till den fysikaliska intuitionen, man vet vad man kan
forsumma. Dock om Al skulle lyckas skapa effektiva, ickemanskliga, bevisstrategier, sa skulle
matematiken upplevas mycket mera syntetisk likt fysiken, obegripliga fakta skulle uppkomma,
som vi skulle se som externa fenomen. Och det skulle pa ett patagligt satt manifestera
matematikens platonska natur.
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CU Fraga 8: Slutligen, jag kan inte motsta att kommentera forfattarens pastaenden om att om
jorden hade befunnit sig i den interstelldra rymden sa skulle astronomin ha upptagit en
position mellan matematiken och de fysikaliska vetenskaperna.

UP Svar pa CU fraga 8: Detta ar att ta min illustration alltfor bokstavligt. Lat ga, med lite
huvudrakning och nagra astronomiska basfakta kan man komma langt. Ljushastigheten ar
10’000 ganger hogre an Jordens omloppshastighet. Saledes ar ett ljusar cirka 60’000 A.E.
Antag att denna sond fardas med flykthastigheten fran solen vid jordbanan, denna ar ungefar
kvadratroten ur tva ganger omloppshastigheten, sa i runda tal fardas denna 10 A.E. per ar.
Hur lange har den fardats, sag ett dussin ar, och har sadledes hunnit en femhundradel av ett
ljusar.

Att mata ett avstand pa 30’000 ljusar innebéar att mata upp en vinkel pa 1 - 10-6 d.v.s. 6 -
10-8 radianer, en bagsekund &r ungefar 5 - 10-15 radianer, vi talar saledes om vinklar av en
hundradels bagsekund vilket ar ungefar solens skenbara storlek sett fran var ndrmaste stjarna
(vilket man ocksa latt raknar i huvudet). Och vad jag forstar har man annu inte lyckats 16sa upp
en stjarnas skiva i teleskop. Jag sdger inte att det vore i princip omojligt bara att utmaningen
for en hypotetisk civilisation skulle vara enorm och motivationen mycket I3g. Sedan ar det inte
klart for mig hur denna sond mater avstand (givetvis genom parallax, men hur méater den upp
vinklarna?), kan det tdnka sig att den implicit utnyttjar andra fenomen som beror ytterst pa
narstdende objekt? Att mata en stjarnas absoluta position ar mycket svart utan
referenspunkter, som andra stjarnor pa himlavalvet. Poangen med mitt tankeexperiment var
att presentera en situation dar himlavalvets oandliga avstand vore en naturlig och en svarligen
falsifierbar hypotes.

Comte antog givetvis att for att komma at den kemiska sammansattningen hos en stjarna
(inklusive solen for den delen) maste man aka dit pa ort och stélle vilket givetvis vore mycket
opraktiskt, ty motsatsen skulle vara rena magin. Antag att vi inte desto mindre skulle ha startat
ett projekt att ta reda pa stjarnors kemiska sammansattning risken ar mycket stor att vi inte
skulle ha lyckats utan kommit pa avvagar. Losningen pa problemet var inte planerat, genom
spektrometrin upptdckte man att utstralningen fran gaser uppvisade karaktaristiska band som
gav ‘fingeravtryck’ och eftersom man fick liknande ’fingeravtryck’ fran ljuset hos stjarnor
antog man baserat pa en metafysisk princip (naturlagarnas giltighet i hela universum) att
dessa jordiska @mnen dven forekom hos stjarnorna (intressant ar att helium upptacktes forst
pa solen darav namnet). Denna serendipitet ar typiskt for vetenskapliga landvinningar.
Spektroskopin kan ses som astronomins absolut viktigaste metod vilket knappast ar
forvanande nar allt kommer omkring ar var enda kontakt med dess objekt visuell, d.v.s. via
ljuset. Speciellt kan man via spektroskopin mata radiella (relativa) hastigheter med
forvanansvard precision och det dr dessa matningar som utgor var enda vag att upptacka
exoplaneter via den ytterst marginella gravitationella inverkan dessa har pa sina
moderstjarnor. vinklar av en hundradels bagsekund vilket ar ungefar solens skenbara storlek
sett fran var ndarmaste stjarna (vilket man ocksa latt raknar i huvudet). Och vad jag forstar har
man dannu inte lyckats 16sa upp en stjarnas skiva i teleskop. Jag sager inte att det vore i princip
omdijligt bara att utmaningen for en hypotetisk civilisation skulle vara enorm och motivationen
mycket |ag. Sedan ar det inte klart fér mig hur denna sond mater avstand (givetvis genom
parallax, men hur mater den upp vinklarna?), kan det tanka sig att den implicit utnyttjar andra
fenomen som beror ytterst pa narstaende objekt? Att mata en stjarnas absoluta position ar
mycket svart utan referenspunkter, som andra stjarnor pa himlavalvet. Poangen med mitt
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tankeexperiment var att presentera en situation dar himlavalvets odndliga avstand vore en
naturlig och en svarligen falsifierbar hypotes.

Comte antog givetvis att for att komma at den kemiska sammansattningen hos en stjarna
(inklusive solen for den delen) maste man aka dit pa ort och stélle vilket givetvis vore mycket
opraktiskt, ty motsatsen skulle vara rena magin. Antag att vi inte desto mindre skulle ha startat
ett projekt att ta reda pa stjarnors kemiska sammansattning risken dr mycket stor att vi inte
skulle ha lyckats utan kommit pa avvagar. Losningen pa problemet var inte planerat, genom
spektrometrin upptdckte man att utstralningen fran gaser uppvisade karaktaristiska band som
gav ‘fingeravtryck’ och eftersom man fick liknande ’fingeravtryck’ fran ljuset hos stjarnor
antog man baserat pa en metafysisk princip (naturlagarnas giltighet i hela universum) att
dessa jordiska amnen aven forekom hos stjarnorna (intressant ar att helium upptacktes forst
pa solen darav namnet). Denna serendipitet ar typiskt for vetenskapliga landvinningar.
Spektroskopin kan ses som astronomins absolut viktigaste metod vilket knappast ar
forvanande nar allt kommer omkring ar var enda kontakt med dess objekt visuell, d.v.s. via
ljuset. Speciellt kan man via spektroskopin mata radiella (relativa) hastigheter med
forvanansvard precision och det ar dessa matningar som utgbr var enda vag att upptacka
exoplaneter via den ytterst marginella gravitationella inverkan dessa har pa sina
moderstjarnor.

Peter Wahrborg

A. Kommentarer och fragor till Ulf Persson
Baste UIf Persson,
Tack for ett glansande bidrag om an svartillgangligt for den som saknar utbildning i matematik.

Jag faster mig vid att du inledningsvis stéller fragorna ”ar matematiken en vetenskap?”, "har
den 6verhuvudtaget nagot att gora med verkligheten?” osv. Det hade varit intressant att hora
dina svar pa dessa fragor.

Du knyter an till en fraga som jag tycker &r intressant. Fragan om vad matematik egentligen
ar. Ar matematiken ett redskap (metod), men som genom sin expansiva kunskapsutveckling
ocksa skapar en egen (metod-) regelbaserad virldsbild? Min frdga blir d&: Ar denna vérldsbild
att betrakta som sann om den inte later sig motbevisas matematiskt?

Filosofin tycks spela en mycket central roll inom matematiken, t.ex. logiken. Denna koppling
har ju forekommit hos t.ex. Bertrand Russell. | dina resonemang kring axiom, postulat och
teorem framskymtar dessa filosofiska reflektioner. Jag far dock ingen klar uppfattning om var
du star i fragan om matematikens relation till filosofin. Kommentar?

Vilka osdkerhetsfaktorer anser du finns inom den matematiska vetenskapen? Har slumpen
nagon plats?

Matematiska metoder appliceras stundom for att studera vissa fenomen som t.ex. epidemier,
lakemedelseffekter och biverkningar, biologiska forhallanden som t.ex. klimatet eller
byggnationer. De studerade variablerna respekterar naturligtvis vissa naturlagar och
regelverk, men kan matematiken i sig anses vara en exakt vetenskap?

Inom vilka discipliner anser du att matematiken borde ha en storre (eller mindre) plats?
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Med vanlig halsning
Peter Wahrborg

B. UIf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Peter Wahrborg
(PW)

PW fraga 1: Du knyter an till en fraga som jag tycker ar intressant. Fragan om vad matematik
egentligen dr. Ar matematiken ett redskap (metod), men som genom sin expansiva
kunskapsutveckling ocksa skapar en egen (metod-) regelbaserad varldsbild? Min fraga blir da:
Ar denna virldsbild att betrakta som sann om den inte |ater sig motbevisas matematiskt?

UP svar pa PW fraga 1: Detta knyter an till fragan huruvida matematiken har en platonsk
existens oberoende av manniskan. Denna kan tolkas pa olika satt, en standardtolkning ar att
matematiken ar sann sa lange som den ar motsattningsfri (d.v.s. om den inte kan motbevisas
matematiskt). Problemet med denna definition &r att i intressanta fall kan konsistens inte
bevis utan maste vara en trosuppfattning. Men detta géller i en hogre grad vetenskapen i
ovrigt. Personligen har jag aldrig haft ndgon storre sympati for uppfattningen att matematiken
bara ar ett sprak, eller enbart ett hjalpredskap, vad skulle det i sa fall kunna erséattas av, och
vad skulle vi kalla detta? Matematik?

PW fraga 2: Filosofin tycks spela en mycket central roll inom matematiken, t.ex. logiken. Denna
koppling har ju forekommit hos t.ex. Bertrand Russell. I dina resonemang kring axiom, postulat
och teorem framskymtar dessa filosofiska reflektioner. Jag far dock ingen klar uppfattning om
var du stér i fragan om matematikens relation till filosofin. Kommentar?

UP svar pa PW fraga 2: Matematiken spelar en mycket stérre roll inom filosofin &n filosofin
gor inom matematiken. En serids filosof kan inte undvika matematiken, medan en
matematiker mycket val kan vara okunnig om filosofi. Matematikens roll inom filosofin har
uppenbarligen att gora med mojligheten av sdker kunskap, och ocksa vad ar kunskap, och
finns det nagon kunskap om vad som ligger bortom det mest patagliga. De tidiga grekiska
filosoferna sysslade mycket med matematiska och kosmologiska spekulationer, och Platon
formulerade matematiska forskningsprojekt (om himlakropparnas rérelse) och kan anses som
nagot av matematikernas skyddshelgon. Matematiker kan mycket val ha ett filosofiskt
temperament, dven om inte alla har det, och liksom manga barn kan filosofera vid ung alder
kan de aven filosofera dver tal, speciellt stora sadana. Den mest direkta inflytandet av filosofin
pa matematiken ar att ge den en logisk underbyggnad som betonar matematikens deduktiva
natur. Denna har jag vid ett flertal olika tillfdllen liknat vid representationen av bilder med
pixlar vilket inte har mycket gemensamt med hur vi upplever eller skapar en bild. Den
matematiska filosofen C.S.Peirce hdavdade att de hela delen ar mera fundamentalt én logiken.
Russell et al forsokte harleda matematiken ur logiken men rakade i stora svarigheter (Godel),
istallet har det visat sig att logiken snarare ar en form av tillampad matematik, och de stora
framstegen inom logiken har uppkommit just med att inféra matematiska metoder. Som
Peirce papekade, en matematiker behover inte lara sig nagon logik, denna ar lika naturlig for
denna, som modersmalet vilket beharskas utan formella grammatiska kunskaper.

PW fraga 3: Vilka osdkerhetsfaktorer anser du finns inom den matematiska vetenskapen? Har
slumpen nagon plats?
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UP svar pa PW fraga 3: Det ar mycket oklart vad som skall menas med slumpen i en sadan
precis mening att man kan ge ett meningsfullt svar pa en sadan fraga. Intuitivt ar nagot
slumpartat om det inte har nagon skonjbar struktur. Man kan ge matematiska definitioner pa
hur slumpartat en sekvens av siffror kan vara genom att uppskatta hur mycket informationen
i den kan komprimeras, och en sddan komprimering innebar i praktiken att det finns nagon
regel som ger siffrorna, en regel som ar strikt kortare an sifferféljden sjalv. Detta synsatt
forknippas med den ryske matematikern Kolmogorov. Problemet ar att man kan visa att vissa
sekvenser inte kan vara slumpmassiga men man kan inte bevisa att dom ar det, bara att de
flesta sekvenser av nodvandighet maste vara slumpmassiga. Jag skrev for nagra ar sedan en
artikel om detta som vande sig till en storre lasekrets (Hjarnstorm 134-135; 2019).

Ett annat satt att tolka fragan, vilket jag misstanker ar med i linje med fragestéllarens
intention, ar huruvida matematiska resultat ar féljden av ett mekaniskt férlopp ('réaknande’).
Att en matematiker lar sig vissa regler och sedan systematiskt utnyttjar dessa (man resonerar
"matematiskt’) och sedan foéljer resultaten obonhorligt. Visst det finns ett ofrankomligt
element av detta, men matematiker som bara sitter och vevar ses ned pa av sina kolleger. Det
finns ett stort inslag av det ovantade inom matematisk forskning och I6sandet av ett problem
ar inte givet i forvag utan kraver fantasi och tur och nagon instinktiv kunskap som inte kan
formuleras i ord, vanligen kallad intuition. Om man sa vill kan man kalla detta slump. Men vad
som kan tyckas slump behoéver inte i efterhand vara oférklarligt. (Att 101,103,107,109 &r alla
primtal och ligger sa ndra varandra kan ses som nagot av en slump, men det har en forklaring:
talen ar namligen 3x5x7 +/- 2, +/- 2x2 och lamnas at lasaren)

PW fraga 4: Matematiska metoder appliceras stundom for att studera vissa fenomen som t.ex.
epidemier, ldkemedelseffekter och biverkningar, biologiska forhdllanden som t.ex. klimatet
eller byggnationer. De studerade variablerna respekterar naturligtvis vissa naturlagar och
regelverk, men kan matematiken i sig anses vara en exakt vetenskap?

UP svar pa PW fraga 4: Matematiken ar mer eller mindre per definition en exakt vetenskap,
eller i praktiken sa exakt som man kan rimligtvis begdra. En matematisk tillimpning ar av
nodvandigheten en approximation, och en sadan kan inte vara exakt, detta ar ju hela vitsen
med en approximation. Att matematiska tillampningar inte at exakta, har inget att géra med
matematikens inexakthet utan det inexakta i approximationen.

PW fraga 5: Inom vilka discipliner anser du att matematiken borde ha en storre (eller mindre)
plats?

UP svar pa PW fraga 5: Jag ar ganska misstdanksam nar det galler matematikens tillampningar
inom humaniora och samhallsvetenskap (inklusive ekonomin dven om det dr inom ekonomin
de flesta manniskor kommer i kontakt med matematikens tillampningar, 1at vara mycket
triviala, namligen i att rdkna pengar). De matematiska tillampningarna inom fysiken och kemin
daremot har varit mycket fruktbara dven inom matematiken, detta galler inte ovanstaende
discipliner. Biologin intar nagot av en mellanstédllning. Matematiska approximationer
(modeller) visar sig mycket framgangsrika inom naturvetenskaperna i vilket det foreligger en
naturlig kvantifiering, medan det mesta av kvantifieringen inom samhallsvetenskaperna ar
mycket krystade. Exempelvis den typiska enkatfragan: hur mycket alskar du dina akta halft pa
en skala 1 till 10?

59



60



61



	Kommentarer och frågor från övriga deltagare i antologin med svar från Ulf Persson
	Elisabeth Ahlsén
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Persson (UP) Svar och svarskommentarer till Elisabeth Ahlsén (EA)
	Jens Allwood
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Jens Allwood (JA)
	Leif Bloch Rasmussen
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	Person advarer mod metaforisk brug af matematik, geometri, men jeg vover alligevel at kommentere ud fra dette. Som den danske digter Per Højholt skrev engang: Kun en tåbe frygter ikke metaforen. Men omvendt så siger en af mine danske favoritter udi fi...
	B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Leif Bloch Rasmussen (LBR)
	Per Flensburg
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Per Flensburg (PF)
	Anders Gustavsson
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Anders Gustavsson (AG)
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Perssons (UP) svarskommentarer till KG Hammarlund (KGH)
	Claes Uggla
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Claes Uggla (CU)
	Peter Währborg
	A. Kommentarer och frågor till Ulf Persson
	B. Ulf Persson (UP) svar och svarskommentarer till Peter Währborg (PW)


